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Einleitung fiir /7-Studenten

Die Vorkenntnisse aus der Mittelschule werden z. B. in den Biichern [7] oder [2]
zusammengefasst. Einen Ubergang von der Oberstufen- zur Hochschul-Mathe-
matik bietet das Buch von Fritzsche [3].

Fiir die allgemeine Ingenieur-Mathematik sind die leicht lesbaren Biicher von
[19], [15], [20] oder auch [13], [16] und [10] zu empfehlen.

Von den deutschsprachigen Mathematikbiichern fiir Informatiker ist inhaltlich
[23] zu unserer Vorlesung am néchsten. Zu den neueren auch fiir Fachhoch-
schulen geschriebenen Biichern, welche grossteils unseren Gesamtstoff abdecken,
zéhlen Hartmann [27] oder G. und S. Teschl [30], [31], wovon letztere eine aus-
gezeichnete Ergénzung zu unserer Vorlesung bieten.

Ich habe mich aber auch an den Mathematikkursen fiir ,,Computer Science*
wie zum Beispiel dem Buch von K. Rosen [54] (vgl. [46] oder [52]) orientiert,
wobei ich die unterschiedlichen Vorkenntnisse beriicksichtigt habe.

Vom Niveau und Inhalt her kommt daher unserer Vorlesung das englischspra-
chige Buch von Garnier und Taylor [42] am néchsten. Viele Beispiele findet
man in den Biichern der Schaum Reihe [55].

Im Gegensatz zur Oberstufe wird der Stoff an der Hochschule knapper und
abstrakter prisentiert und es wird auch erwartet, dass sich der Student, wenn
notig, selbstéindig zusétzliche Ubungsbeispiele erarbeitet.

Taschenrechner werden keine mehr verwendet, denn im Computerzeitalter mit
seinen méchtigen Computeralgebra-Programmen (Mathematica, Wolfram Al-
pha, Maple, Matlab, etc.), sind Taschenrechner so anachronistisch wie Rechen-
schieber.
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Kaprtel 0

Einfiihrung in
Mathematica

0.1. Erste Schritte

Vgl. Anhang A [30].

Mathematica ist ein umfassendes Programmpaket, das sowohl symbolisch als
auch numerisch rechnen kann. Im einfachsten Fall kann es wie ein Taschenrech-
ner verwendet werden. Geben wir zum Beispiel 3 + 5 ein und driicken danach
die ENTER-Taste beim Ziffernblock (oder alternativ auch SHIFT+RETURN):
In[1]:=3+5

Out[1]=8

Ein Strichpunkt am Ende einer Anweisung unterdriickt die Ausgabe. Sie konnen
mehrere Anweisungen auf einmal eingeben, indem Sie diese durch Strichpunkte
trennen:

In[2]:=x = 5; 3 %x

Out[2]1=15

Das Multiplikationszeichen * muss nicht geschrieben werden, ein Leerzeichen
geniigt. Vergessen Sie aber auf dieses Leerzeichen nicht — das kann némlich
einen grossen Unterschied machen, wie das folgende Beispiel zeigt:

In[3]:=Xy + Xy

Out[3]=xy + 5y

Auch Gross-/Kleinschreibung wird von Mathematica unterschieden

I—‘I



2 0. Einfiihrung in Mathematica

In[4]:=X+Xx
Out[4]=5+4+X

Sie haben bereits gesehen, dass jede Eingabe und jede Ausgabe mit einer Num-
mer versehen werden. Sie kénnen auf den jeweiligen Ausdruck jederzeit zuriick-
greifen:

In[5]:=0ut[1]/2

Out [5]=4

Die unmittelbar vorhergehende Ausgabe erhalten Sie mit einem Prozentzeichen:
In[6]:=% + 3

Out [61=7

Momentan ist x mit dem Wert 5 belegt:

In[7]:=1/(1 —x) + 1/(1 + x)

Out [7] 1
t[7]1=——
" 12

Mit Clear konnen Sie diese Belegung l6schen:

In[8]:=Clear|x]
Nun ist x wieder unbestimmt:
In[9] :=1/(1 — X) + 1/(1 + X)
I
1—x 1+x

Zur Vereinfachung eines Ausdrucks konnen Sie Simplify verwenden. Vereinfa-
chen wir beispielsweise die letzte Ausgabe:

Out [9]=

In[10] :=Simplify|[%]
Out[10]=— 112
Vielleicht ist Thnen aufgefallen, dass Mathematica Ausdriicke in einer gut les-
baren Form ausgibt, also beispielsweise eine Potenz in der Form x? anstelle von
x2. Auch wir kénnen Briiche, Potenzen usw. entweder mit den iiblichen Sym-
bolen /, " usw. eingeben, oder wir kénnen die entsprechenden Symbole mit der
Maus aus einer Palette auswahlen. So kann etwa der Bruch

In[11]:=(x + 1)/x72;
mit der Maus iiber die Palette Basic Math Assistent (zu finden im Meniipunkt
File -> Palettes) auch in der Form

X—l—l'

In[12]:= 5

X
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eingegeben werden. Der Strichpunkt am Ende der Eingabe bewirkt dass die
Ausgabe unterdriickt wird (der Ausdruck wird aber natiirlich ausgewertet und
auf das Ergebnis kann mit % oder Out [] zugegriffen werden).

Hilfe zu Mathematica-Befehlen finden Sie im Menii unter Help -> Documentation
Center oder mit dem Befehl ?Befehl, z.B:

In[13]:=7Sin

Out[13]=Sin[z] gives the sine of z. More...

Ubung: Versuchen Sie, die Bezeichnung fiir die Zahl 7 in Mathematica her-
auszufinden.

0.2. Funktionen

Mathematica kennt eine Vielzahl von mathematischen Funktionen. Diese Funk-
tionen beginnen immer mit einem Grossbuchstaben. Die Argumente werden in
eckigen Klammern angegeben. Einige der eingebauten Funktionen sind:

Sqrt[x] Wurzelfunktion \/z
Exp[x] Exponentialfunktion e*
Log[x] (Natiirlicher) Logarithmus In(z)
Logla,x] Logarithmus log,(x)
Sin[x], Cos[x] Sinus- und Kosinusfunktion
Abs([x] Absolutbetrag |x|

Zum Beispiel kénnen wir die Wurzel aus 4 berechnen:

In[14] :=Sqrt[4]
Out [14]1=2

Wenn wir aber etwa Sin[1] eingeben, so erhalten wir:

In[15]:=Sin[1]
Out [15]=Sin[1]

Das ist vermutlich nicht das Ergebnis, das Sie erwartet haben! Mathematica
wertet den Ausdruck hier symbolisch (und nicht numerisch) aus. Und da es
fir Sin[1] symbolisch keinen einfacheren Wert gibt, wird er unverédndert aus-
gegeben. Wir weisen Mathematica an numerisch zu rechnen, indem wir das
Argument mit einem Komma versehen (in Mathematica wird das Komma als
Punkt eingegeben, ISO-Norm):

In[16]:=Sin[1.]
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Out[161=0.841471

Eine zweite Moglichkeit ist die Verwendung des Befehls N[ ]. Lassen wir uns
zum Beispiel damit einen numerischen Wert fiir m ausgeben:

In[17] :=N[Pi]

Out[17]1=3.14159

oder fiir die Eulersche Zahl:

In[18] :=N[E]

Out [18]=2.71828

Natiirlich kénnen wir auch eigene Funktionen definieren:

In[19]:=f[x | := x* + Sin[x] + a

Der Unterstrich in x_ teilt Mathematica mit, dass x in diesem Ausdruck die
unabhingige Variable ist. Die Verwendung von := weist Mathematica an, die
rechte Seite jedesmal neu auszuwerten, wenn f aufgerufen wird. Daher
haben wir hier auch kein Out[...] bekommen. Nun kann die neue Funktion £
wie jede eingebaute Funktion verwendet werden (solange, bis Sie Mathematica
beenden):

In[20] :=f 2]

Out[20]1=4 + a + Sin[2]

In[21] :=f[x]

Out[21]=a 4 x> + Sin[x]

In[22]:=x = 3; f[x]

Out[221=9 + a + Sin[3]

Achtung: man kann Funktionen auch nur mit einem = anstelle eines := definie-
ren. Dann wird die rechte Seite zuerst ausgewertet (mit allen aktuellen Bele-
gungen, ergibt also hier z.B. mit x=3 den Wert a + 9 + Sin[3]); dieser Wert
wird dann (ein fiir alle Mal) als Funktionswert zugewiesen:

In[23]:=g[x_| = x*> + Sin[x] + a

Out[23]1=9 + a + Sin[3]

g ist damit eine konstante Funktion, d.h., wir erhalten immer denselben Funk-
tionswert, unabhingig vom Argument:

In[24] :=g[2]

Out[241=9 + a + Sin(3]

Zusammenfassend gibt es also zwei Moglichkeiten: Funktionen von vornherein
mit := definieren oder sicherstellen, dass die unabhingige Variable nicht mit
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einem Wert belegt ist:
In[25] :=Clear[x|; g[x] = x* + Sin[x] + a
Out [25]=a + x* + Sin[x]

In[26] :=g[2]
Out [26]1=4 + a + Sin[2]

Mit Plot konnen Funktionen leicht gezeichnet werden:

Plot[f[x], {x, xmin, xmax}] Zeichnet f als Funktion von x im In-
tervall von xmin bis xmax

Zeichnen wir zum Beispiel die Funktion Sin[x] im Intervall von 0 bis 27:

In[27]:=Plot[Sin[x], {x, 0, 27 }]

Meist ist der von Mathematica dargestellte Ausschnitt der y-Achse passend.
Man kann ihn aber auch selbst mit PlotRange festlegen. Wahlen wir zum Bei-
spiel fiir Log[x] das y-Intervall von —4 bis 4:

In[28]:=Plot[Log|x], {x,0, 10}, PlotRange — {—4,4}|

PN oW b

o
AW N P

1

——1 im z-Intervall von 0 bis 2 und im

Ubung: Zeichnen Sie die Funktion y =
y-Intervall von —20 bis 20.

0.3. Gleichungen

Eine Gleichung wird in Mathematica mit einem doppelten Gleichheitszeichen
eingegeben

In[29]:=Sin[x]? + Cos[x]? ==

Out[29]=Sin[x]? + Cos[x]? == 1
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und mit Simplify kann man versuchen die Gleichheit zu iiberpriifen:

In[30] :=Simplify[%]
Out [30]1=True

Unsere Gleichung ist also richtig (True bzw. False sind die englischen Worter
fiir wahr bzw. falsch).

Die quadratische Gleichung
In[31]:=gleichung = (x* — 2x — 4 == 0);
kann mit dem Befehl Solve gelost werden:
In[32] :=loesung = Solve[gleichung, x|

out[32]={{x — 1 — 5}, {x = 1 + V5}}

Mathematica liefert dabei die Losung in Form von so genannten Ersetzungsre-
geln x— wert. Der Vorteil dabei ist, dass dadurch x nicht automatisch mit wert
belegt wird, man aber trotzdem leicht mit der Losung weiterrechnen kann. Zum
Beispiel kénnen wir die beiden Losungen in unsere Gleichung einsetzen und mit
Simplify die Probe machen.

In[33]:=Simplify[x® — 2x — 4 /. loesung]
out [331={0, 0}

Mit dem Ersetzungsoperator /. wird durch ausdruck /. x — wert iiberall in
ausdruck die Variable x durch wert ersetzt.

Falls es, wie in unserem Fall, mehrere Losungen gibt, so kann man auf eine
einzelne Losung mit dem Befehl

In[34] :=loesung|[1]]

out[34]={x — 1 — V/5}

zugreifen. Allgemein wird in Mathematica ein Ausdruck der Form
In[35]:={a,b,c,d,e};

als Liste bezeichnet und man kann auf den n-ten Teil einer Liste 1list mit
list[[n]] zugreifen:

In (361 :=%][3]]
Out [36]=C
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Zusammenfassend gilt:

Solvela == b, x] Lose die Gleichung mit x als Unbekannte
ausdruck /. loesung Setze die Losung in einen Ausdruck ein
loesung[[n]] Die n-te Losung

Mathematica kann natiirlich auch Systeme aus mehreren Gleichungen mit einer
oder mehreren Variablen 16sen, wie zum Beispiel:

In[37]:=Solve[{x +y == a,x — y == 0}, {x, y}]
a a
Out [371={{x — 5V 5}}

0.4. Programme

Mathematica ist nicht nur ein Mathematikprogramm, sondern auch eine voll-
wertige Programmiersprache. Insbesondere stehen die iiblichen Kontrollstruk-
turen und Schleifen zur Verfiigung:

If [test, befehll, befehl2] Ist test wahr, so wird befehll
ausgewertet, ansonsten befehl?2.

(befehl? ist optional)

Do[befehl, {j, jmin, jmax, dj}] Fiihre befehl mit
j=jmin, jmin+dj, ..., jmax aus
For[start, test, inkrement, befehl] Fiihre einmal start und dann
solange befehl und inkrement
aus, bis test falsch ist
While[test, befehl] Fiihre befehl aus, solange test
wahr ist

(das Inkrement dj in der Do-Schleife ist optional mit Defaultwert dj=1).

Beispiel: Der Befehl PrimeQ iiberpriift, ob eine Zahl nur durch sich selbst oder
eins teilbar, also eine Primzahl] (siehe Kapitel 2.6 [30]), ist:

In[38] :=PrimeQ[7]

lEine Primzahl ist eine natiirliche Zahl die genau zwei Teiler hat
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Out [38]=True

Mit diesem Befehl und einer Do-Schleife kénnen wir eine Liste von Primzahlen
kleiner gleich einer vorgegebenen Zahl erzeugen. Lassen wir uns zum Beispiel
alle Primzahlen kleiner gleich 10 ausgeben:

In[39] :=Do|
If[PrimeQ[n], Print[n]],
{n,1,10}];

N Ot W N

Mit dem Befehl Module kénnen mehrere Befehle iibersichtlich zusammengefasst
werden:

Module [{vari=wertl, ...}, befehle] Die befehle werden mit lokalen
Werten fiir die aufgelisteten
Variablen ausgefiihrt

Die einzelnen Befehle werden durch Strichpunkte getrennt. Das Ergebnis des
letzten Befehls wird als Ergebnis des Blocks zuriickgegeben.

Zum Beispiel konnen wir eine Funktion definieren, die die erste Primzahl aus-
gibt, die grosser oder gleich einer vorgegebene Zahl ist:

In[40] :=FindPrime[n_| := Module[{p = n},

While[!PrimeQ[p|,p++];

p]
Dabei wird zuerst p mit n initialisiert. Dann wird p solange um eins erhoht (p++
ist dquivalent zu p = p + 1), wie der Primzahltest fehlschligt (das Rufzeichen
negiert den Test: aus wahr wird falsch und aus falsch wahr; hier wird also p um
1 erhoht solange, bis PrimeQ[p] wahr wird). Am Ende wird der gefundene Wert
von p ausgegeben.

In[41]:=FindPrime[1000]
Out[411=1009



Kaprtel 1

Grundlagen der
Mathematik

1.1. Logische Grundbegriffe

Betrachten wir folgendes Beispiel:

Paul sagt, dass Max liigt. Max sagt, dass Hans liigt. Hans sagt, dass Paul und
Max beide liigen. Wer liigt hier, wer sagt die Wahrheit?

Kaum jemand ist hier in der Lage unmittelbar eine richtige Antwort zu geben.
Andererseits kann auch kaum jemand sofort die richtige Antwort auf 200871 =
120570 geben. Aber jeder kann diese Aufgabe ohne Probleme sofort mittels
eines einfachen Rechenverfahrens mit Bleistift und Papier ermitteln. Genauso
setzt uns die Aussagenlogik in die Lage obiges Problem durch einen einfachen
Algorithmus (Verfahren) zu lsen.

1.1.1. Aussagen und Wahrheitswerte.

Definition 1.1. Unter einer Aussage (Satz) verstehen wir einen ,gewéhnlichen
Satz“ unserer Sprache, von dem man eindeutig entscheiden kann, ob er wahr
oder falsch ist.

Beispiele:
(a) Wien ist die Hauptstadt Osterreichs; wahre Aussage.
b) Ein Dreieck hat 4 Ecken; falsche Aussage.

(b)
(c) Guten Tag! Keine Aussage.
(d) Dieser Satz ist falsch; keine Aussage.

|
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(e) Ein Brieftréger stellt allen Leuten die Post zu, die sie sich nicht selbst
zustellen; keine AussageH

(f) Es regnet; Aussage.

(g) Das 21. Jahrhundert begann am 1. Januar 2001E|; Aussage.

(h) Unendlich ist eine gerade Zahl. Aussage?

Beispiel (d) und (e) sind Beispiele fiir sogenannte Antinomien (Widerspriiche).
Beispiel (f) ist eine verkiirzte Form einer Aussage und es ist aus dem Zusam-
menhang klar was gemeint ist: z. B. es regnet in Dornbirn am 1. Oktober 2000
um 10 h; daher falsche Aussage.

Notation: Einfache Aussagen (Elementaraussagen bestehen meist aus Subjekt
und Préadikat) werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet p, q,r, .. .. Ist eine Aus-
sage wahr, so hat sie den Wahrheitswert wahr (man schreibt kurz: w oder 1)
und ist eine Aussage falsch, so hat sie den Wahrheitswert falsch (kurz: f oder

0).

Die zweiwertige Aussagenlogik (kurz Logik) handelt von der Operation der Ver-
neinung und den Verkniipfungen (Junktoren) von Aussagen (d. h. von zusam-
mengesetzten Aussagen), aber nicht ob eine Aussage wahr oder falsch ist.

(i) Es werden ausschliefilich Aussagen miteinander verkniipft. Das Ergeb-
nis ist dabei wiederum eine (zusammengesetzte) Aussage.

(ii) Der Wahrheitswert der zusammengesetzten Aussage ist lediglich von
den Wahrheitswerten der verkniipften Aussagen abhéngig.

D. h. die Logik sagt nichts {iber den Wahrheitswert einer Aussage aus, sondern
nur iiber die Wahrheitswerte von Verkniipfungen von Aussagen.

1.1.2. Verkniipfungen von Aussagen.

Definition 1.2. Die Negation oder Verneinung einer Aussage p wird durch —p
(sprich nicht p) bezeichnet.

Die Negation —p ist genau dann wahr, wenn p falsch ist.

Weitere gebriuchliche Notationen fiir die Negation sind ~ p oder p. In Tabel-
lenform (Wahrheitswerttabelle (Wahrheitstafel)) sieht dies so aus

p|p
w| f
f|w

Wariationen dazu: Ein Barbier rasiert alle Maénner, die sich nicht selbst rasieren.
thtp: //de.wikipedia.org/wiki/21._Jahrhundert
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Bei der Verkniipfung v; von zwei Aussagen p, ¢ sind 16 Kombinationen mdoglich,
die zum Beispiel auf zwei ,,—, V¢ oder eine ,,|“ Grundverkniipfung (die Definition
dieser Zeichen erfolgt spéter) reduziert werden konnen. Allgemein gilt fiir n
Aussagen, dass 22" Kombinationen méglich sind.

P | q ] Vo|V1|V2|V3|Vq| V5| Vs | VU7 |VUg | Vg |V10|V11|V12]|V13|V14|V15
wilwilw|f|lwlw|w|T || f|lw|lw|w|f|T]|f]|w]|I
wlfl|lw|lw|f|w|lw|l|w|w|T|T|w|f|f|w]|] ]I
flwlwlw|w|f|wlw|l|w|f|w|] | T |w]|Tf|Tf]|Tf
flffjlwlw|lw|w|f|w|lw|l|w|f|f|w]|f]|T|f]|Tf

Die wichtigsten Verkniipfungen sind

Definition 1.3. Die Konjunktion A ,und“

Die Konjunktion zweier Aussagen p,q ist eine Aussage p A q die genau dann
wahr ist, wenn beide Aussagen wahr sind.

Beispiel: Peter und Judith gehen ins Kino.
Die entsprechende Wahrheitswertetabelle lautet daher:

plallpAg
wlw w
w|f f
flw f
f|f f

Definition 1.4. Die Disjunktion V ,oder*

Die Disjunktion zweier Aussagen p,q ist eine Aussage p V q die genau dann
wahr ist, sobald eine der beiden Aussagen wahr ist.

Beispiel: Entweder hat der Bus Verspdtung oder der Fahrplan ist falsch.
Die Wahrheitswertetabelle lautet:

plalpVe
wlw w
w| f w
flw w
f|f f

Die Disjunktion V entspricht dem nichtausschlieBenden oder. Daneben gibt es
noch das ausschlieflende oder V.

Beispiel: Die Fussgidngerampel ist rot oder die Fussgéngerampel ist griin.
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p|aq|pVg
wlw f
w| f w
flwl w
f|f f

Im normalen Sprachgebrauch gibt es auch noch weitere Bedeutungen des Wortes
und und oder, deren Wahrheitswertverteilung durch Analyse der Wahrheits-
werte gewonnen wird.

Wenn zum Beispiel auf einem Schild ,,Rauchen und Hantieren mit offenem Feu-
er verboten!“ steht, dann weiss jeder, dass man hier weder Rauchen noch mit
offenem Feuer hantieren darf. Dieses ,und“ hat offensichtlich eine andere Be-
deutung als A, ndmlich die von V. Ein weiteres Beispiel. An der Kassa steht:
»otudenten und Senioren zahlen den halben Preis“ oder ,,Kinder und Senioren
zahlen den halben Preis.“

Anmerkung: Zwei Personen zu finden, die jedes Wort in genau der gleichen
Bedeutung verwenden ist nahezu unmoglich und sogar im Sprachgebrauch ein-
zelner Personen verschiebt sich die Bedeutung eines Wortes im Laufe der Zeit.

Definition 1.5. Die Subjunktion (auch Implikation genannt) — ,wenn,
dann*

Anhand folgender Beispiele wollen wir die Wahrheitswertstabelle fiir die Impli-
kation ermitteln und festlegen.

»Wenn (oder auch: falls) ich die Priifung bestehe, dann werde ich feiern.“
,» Wenn heute ein Feiertag ist, dann wird heute keine Post zugestellt.“
,Wenn z eine ganze Zahl grofer 10 ist, dann ist ihr Quadrat 22 grofer als 100.“

Offensichlich werde ich nur fiir den Fall, dass ich die Priifung bestehe und nicht
feiern gehe einer falschen Aussage bezichtigt. Die Wahrheitswertstabelle lautet
daher:

plq|Dp—4q
wlw w
w| f f
flw w
f|f A

Die Implikation ist daher nur falsch, wenn der Vordersatz p wahr und der Hin-
tersatz ¢ falsch ist.

Anmerkung: eine Implikation beschreibt keinen kausalen Zusammenhang.
Auch wenn p falsch ist, ist p — ¢ richtig!
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Kommentar: Mit logischen Methoden ist nicht feststellbar, ob eine Implikation
wahr ist! Man muss dazu die tatséichlich vorliegenden Wahrheitswerte ermit-
teln!

Wenn 2 x 2 gleich 4 ist, dann ist die Sonne ein Planet ist daher eine falsche
Implikation (Implikation ist falsch).

Wenn 2 x 2 gleich 5 ist, dann ist die Sonne ein Planet ist eine richtige Impli-
kation (Implikation ist wahr).

Beispiel 1.6. Man zeige mit einer Wahrheitswertetafel, dass gilt:
(p —q) st gleichwertig zu ((—p) V q).

Man erhélt
plallp—q| (=p) Vg
w | w w w
w| f f f
flw w w
f|f w w

Die Analyse mit Wahrheitswerten zeigt sofort die Giiltigkeit von Sétzen, die
sonst nicht unmittelbar einsichtig sind. Zwei Beispiele (siche A. Tarskﬂ [111],
Seite 56)

i) p—(¢—0p),
(ii) —p—(p—q).

In Worten:

(i) Wenn p wahr ist, dann folgt p aus einem beliebigen Satz oder in anderer
Formulierung: Ein wahrer Satz folgt aus einem beliebigen Satz.

(ii) Wenn p falsch ist, dann impliziert p ein beliebiges ¢ oder in anderer Formu-
lierung: Ein falscher Satz impliziert einen beliebigen Satz.

Anmerkung: Durch den Gebrauch von Buchstaben fiir Aussagen wird die Be-
deutung der Verkniipfungen von Ausagen von allen psychologischen Einflussfak-
toren befreit, die durch den Inhalt der konkreten Aussagen bewirkt werden
kann.

Definition 1.7. Die Bijunktion < ,genau dann, wenn*.

Die Bijunktion zweier Aussagen ist eine Aussage die genau dann wahr ist, wenn
beide Aussagen den gleichen Wahrheitswert haben.

3http ://de.wikipedia.org/wiki/Tarski
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Beispiel: Genau dann, wenn ich das Geld bekomme, werde ich ein neues Auto
kaufen.

Die Wahrheitswertetabelle lautet daher:

pP|lq|Dprq
wlw w
w| f f
flw f
f|f w

Zwei weitere der 16 Verkniipfungen seien noch erwihnt: die Exklusion p|g
»hochstens eins von beiden* (auch NAND oder Scheffer-Strich genannt) und
die Rejektion p | ¢ ,keines von beiden*(weder noch) (auch NOR genannt)

pla|prla|plg
wlwl f f
wl | w f
flwi w f
f1f] w w

Beispiel 1.8. Man stelle die Wahrheitswerttabelle von p|p auf.

Um eine eindeutige zusammengesetzte Aussage zu erhalten miissen Klammern
gesetzt werden. Diese konnen teilweise weggelassen werden, wenn man dabei
den Operatoren folgende Prioritéiten zuweist:

(1) — bindet stérker als A, V, z. B. =p A ¢ heifit (—p) A g,

(2) A und V sind gleichberechtigt (verschiedene Konventionen sind hier
iiblich),

(3) A und V binden stérker als —, z. B. pV ¢ — r heifit (pV q) — r,

(4) — bindet stirker als <>, z. B. p — ¢ +> r heiit (p — q) <> r.

In der Informatik wird auch noch gerne die Konvention verwendet, dass ,,und*
stéarker als ,,oder* bindet.

Beispiel 1.9. Driicke die folgenden Sdtze in Termen von p und q aus, wobei p
Hheute ist Montag® und q ,ich fahre nach Wien“ bedeutet.

(i) Wenn es heute Montag ist, werde ich nicht nach Wien fahren.

(ii) Heute ist Montag oder ich werde nach Wien fahren; aber nicht beides.
(i1i) Ich fahre nach Wien und heute ist nicht Montag.

(iv) Nur wenn heute kein Montag ist, werde ich nach Wien fahren.

Beispiel 1.10. p stehe fiir ,,die Sonne scheint“ und q bedeute ,zwei mal zwei
ist fiunf“. Driicke in Worten aus.



1.1. Logische Grundbegriffe 15

(i) pV —q
(ii) =(q A\ p)
(i4i) —=p — q
(iv) —=p <> —q.

Es seien B und S zusammengesetzte Aussagen.

Definition 1.11. Fine Bedingung B heifit hinreichend fiir den Sachverhalt S,
wenn B — S gilt, d. h. immer wenn B gilt, gilt auch S.

Beispiel 1.12. Hinreichend dafiir, dass eine Zahl durch 6 teilbar ist (.S), ist,
dass sie durch 12 teilbar ist (B).

Definition 1.13. FEine Bedingung B heif$t notwendig fiir den Sachverhalt S,
wenn S — B gilt, d. h. wenn der Sachverhalt ohne diese Bedingung B nicht
gilt.

Beispiel 1.14. Notwendig dafiir, dass eine Zahl durch 6 teilbar ist (S), ist,
dass sie gerade ist (B).
Ein Beispiel fiir eine hinreichende und notwendige Bedingung ist

Beispiel 1.15. Hinreichend und notwendig dafiir, dass eine Zahl durch 6 teilbar
ist, ist dass sie durch 2 und 3 teilbar ist.

Beispiel 1.16. Definition: Jedes Viereck mit zwei parallelen Seiten heif$t Tra-
pez. Ist ein Rechteck ein Tmpesz‘]

Definition 1.17. Fine (zusammengesetzte) Aussage heifst Tautologie (T),
wenn sie bei Ersetzung threr Komponenten durch beliebige wahre oder falsche
Aussagen immer den Wahrheitswert w ergibt.

FEine Aussage heiffit Kontradiktion (K), wenn sie bei Ersetzung ihrer Kompo-
nenten durch beliebige wahre oder falsche Aussagen immer den Wahrheitswert
f ergibt.

Ansonsten nennt man eine Aussage kontingent.

Beispiele: (i) Man zeige durch Einsetzen von Wahrheitswerten, dass

((p—=a) Amg) = —p
eine Tautologie ist.

(ii) Man zeige durch Einsetzen von Wahrheitswerten, dass
(p=a)AlgAT)) = (r—p)

4http ://wuw.spektrum.de/alias/nachgehakt/ist-jedes-rechteck-ein-trapez/829682
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keine Tautologie ist.

Definition 1.18. Zwei (zusammengesetzte) Aussagen P, Q heiffen logisch dqui-
valent P = @ (oder auch P < @), wenn sie bei Ersetzung ihrer Komponenten
durch beliebige wahre oder falsche Aussagen immer den gleichen Wahrheitswert
ergeben.

Es gilt offensichtlich, dass P = @) genau dann der Fall ist, wenn P <> ) eine
Tautologie ist.

Einige wichtige logische Aquivalenzen sind

p = —(—p), Involution, (1.1)
—(pVq) =-pA—q, De Morgan,
—(pAq) =-pV —q, De Morgan, (1.2)
pV(gAT)=(pVq) A(pVr), Distributivititsgesetz,
pA(gVr)=(pAq)V(pAr), Distributivititsgesetz, (1.3)

peag=p@—=>q9AN(@—Dp),
P qg=-q—p=-pVq.

Weitere logische Aquivalenzen

Idempotenz

PAp =D,

pVp=np. (1.6)
Kommutativitét

PAG=qADp,

pVg=qVp. (1.7)
Assoziativitit

Adjunktivitdt (Absorption)
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Identitét
pVvVK=p,
pANT =p,
pVT =T,
pANK =K. (1.10)
Komplementaritét
pV-p=T,
pA-p=K. (1.11)

Anmerkung: Eng mit der Anzahl der Wahrheitswerte “falsch” ist der Informa-
tionsgehalt einer Aussage verkniipft. Der Informationsgehalt einer Tautolgie ist
klarerweise Null, wie man es zum Beispiel am tautologischen Satz “Morgen wird
es regnen oder morgen wird es nicht regnen” erkennt.

Definition 1.19. Ein logischer Schluss (Konklusion) ist die Behauptung, dass
die Aussagen Py, Ps, ..., P, (Priamissen, Voraussetzungen) eine neue Aussage
Q zur Folge haben. Ein logischer Schluss heif$t richtig (giiltig), wenn Q wahr ist,
sobald alle Voraussetzungen wahr sind. Man schreibt dann P F Q (oder auch

P=qQ).

P steht dabei fiir Py A Po A ... A\ P,. Es gilt offensichtlich, dass P - @) genau
dann giiltig ist, wenn P — () eine Tautologie ist.

Beispiel: [(p +» q) A g] I p. Dies ist gleichwertig mit [(p <> q) A g] — p ist eine
Tautologie.

Wichtige logische Schlussweisen

pA(p—¢q)Fq Abtrennungsregel (modus ponens), (1.12)

(p = q) AN—-gt —p Widerlegungsregel (modus tollens), (1.13)

(p—q)F (g — —p) Kontraposition, (1.14)
(p—=q¢AN(g—r)F(p—r) Kettenschluss (modus barbara), (1.15)
(pVg@ AN(p—r)A(qg—r)F-r Fallunterscheidung, (1.16)
(p—=q)N(p——¢g)F—p reductio ad absurdum. (1.17)

Anmerkung: Es sei nochmals betont, dass es nicht die Aufgabe der Logik
ist, die Wahrheit der Préamissen eines vorgelegten Schlusses nachzupriifen. Hat
sich ein vorgelegter Schluss als giiltig erwiesen, so bedeutet dies nicht, dass
damit die Wahrheit der Pramissen und damit der Konklusion gesichert ist. Es
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bedeutet nur, dass die Wahrheit der Konklusion gesichert ist fiir den Fall, dass
die Pramissen wahr sind.

Beispiel I:E] Pramisse 1: Wenn die Wirtschaft wéchst, steigt das Preisniveau.
Pramisse 2: Vollbeschéftigung herrscht nur dann, wenn die Wirtschaft wéchst.
Konklusion: Also ist es nicht wahr, dass Vollbeschéftigung herrscht und das
Preisniveau nicht steigt.

Man {iberpriife ob es sich dabei um einen giiltigen Schluss handelt!

Beispiel 2: Ein typisches Beispiel fiir einen falschen logischen Schluss:
P—=qF (p—=—q) (1.18)

Jede zusammengesetzte Aussage kann auf zwei Normalformen (NF) gebracht
werden.

Definition 1.20. Eine disjunkte Normalform (DNF) ist eine Disjunktion von
verschiedenen Konjunktionstermen. Sie hat also die Form

KiVEKyVK3V...K, wobeidie K;, 1 <j<n nur—-und A enthalten.
(1.19)

Es ist leicht festzustellen, ob eine disjunkte Normalform wahr ist, da nur ein
Term K; wahr sein muss.

Definition 1.21. Eine konjunktive Normalform (KNF) ist eine Konjunktion
von verschiedenen Disjunktionstermen. Sie hat also die Form

DiANDysAND3A...Dy wobei die D;, 1 <j <mn nur— und V enthalten.
(1.20)

Damit eine konjunktive Normalform falsch ist, geniigt es, wenn ein Term Dj;
falsch ist.

Um zu Normalformen zu gelangen werden hiufig folgende logische Aquivalenzen
verwendet

p—q=-pVg,
peqg=(p—q) N(g—p),
p=pV(gA—q) =V APV ), (1.21)
p=pA(gV-q)=(pAq)V(pA-g).
Beispiel 1.22. Man bringe (p — q) A (pV —q) auf Normalform.
(p—q)
(=pVa)

(pV —q) Auflosung von “—”

AN
A (pV —q) KNF.

5aus L. Czayka, Grundziige der Aussagenlogik, UTB Verlag, 1972
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Nun kann man das Distributivgesetz verwenden um zur DNF zu kommen
(mpAP)V (P A=)V (P AV (g A —q).

Anmerkung: Man kann die Normalform auch direkt aus der gegebenen Wahr-
heitswertverteilung gewinnen.

Ausblicke: Neben dem von uns verwendeten sogenannten semantischen Verfahren, bei dem die Aus-
sagen und Verkniipfungen mit Wahrheitswerten belegt werden, gibt es auch noch das sogenannte
syntaktische Verfahren. Bei diesem werden aus einem Axiomensystem (z. B. Gentzenkalkiil [100],
Axiomensytem von Hilbert und Ackermann) durch festgelegte Schlussregeln die Sétze der Aussagen-
logik abgeleitet. Es ist dabei nicht notwendig den Sétzen einen Wahrheitswert zuzuordnen. Man kann
zeigen, dass Axiomensysteme der Aussagenlogik vollstdndig und widerspruchsfrei sind und jeder Satz
kann in endlich vielen Schritten aus den Axiomen abgeleitet werden.

Physikalisch kann man die Aussagenlogik durch elektrische Schaltungen (Schaltalgebra) darstellen.
Kein Strom entspricht dann dem Wahrheitswert f und Strom geht durch entspricht dem Wahrheits-
wert w. Und kann durch eine Reihenschaltung und oder durch eine Parallelschaltung verwirklicht
werden.

Aussagenlogik und Schaltalgebra haben dieselbe Struktur (Boolesche Algebra).

1.1.3. Priadikate und Quantoren. Fiir die Formulierung mathematischer
Theorien reicht die Aussagenlogik nicht aus. Bei der Analyse von Aussagen
stoBt man auf Subjekte (das sind Namen fiir Objekte, Individuen, Elemente),
Prddikate und sogenannte quantifizierende Redeteile.

Ein Pradikat M beschreibt die Eigenschaft eines (einstelliges Pridikat) oder
mehrerer (mehrstelliges Priadikat) Objekte oder Individuen (Elemente). Zum
Beispiel sind

(i) R : istrot

(i) L : hat lange Haare
Pradikate. Mit Kleinbuchstaben bezeichnen wir die speziellen Objekte, z.B.

(i) r : diese Rose

(ii) j : Judith
Wenn R das Pridikat ist rot bedeutet so schreibt man R(x) fiir = ist rot. Damit
kann die Aussage diese Rose ist rot geschrieben werden als R(r).

In M(z) ist « eine Variable die als Platzhalter fungiert und M(z) ist keine
Aussage sondern eine ,Aussagefunktion®. Die Aussagefunktion M (x) wird zur
Aussage, wenn man fiir x ein bestimmtes Objekt einsetzt.

Eine weitere Moglichkeit aus Aussageformen Sétze zu erzeugen ist die Zuhilfe-
nahme von Quantoren.
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Definition 1.23. Man definiert folgende Quantoren
(i) Allquantor: Va bedeutet fiir alle z,

(71) Existenzquantor: 3z bedeutet es gibt (mindestens) ein x.

Anmerkung:

Der Allquantor entspricht einer Verkniipfung durch ,,und“ der Form

L1 NXa NT3NZyg...

und der Existenzquantor entspricht einer Verkniipfung durch ,oder* der Form
1 VaaVarsVay...

Der Satz 3z R(x) heisst somit: es gibt (mindestens) ein z mit der Eigenschaft
x ist eine rote Rose; kurz: es existiert eine rote Rose.

Ein Beispiel fiir ein zweistelliges Pradikat ist P(x,y) : x4+ y = 7 und ein
entsprechender Satz ist

Vz3y P(x,y), in Worten: zu jedem x gibt es ein y, sodass P(x,y) gilt,
JxVy P(x,y), in Worten: es gibt ein x, sodass fiir alle y P(x,y) gilt.
Bei den Quantoren muss unbedingt auf die Reihenfolge geachtet werden.

Allgemein bestehen offensichtlich folgende Beziehungen fiir die Negation von
Quantoren

Satz 1.24. (De Morgan)

(Ve M(x)) = Jz-M(x),

—(Jx M (x)) =Vx-M(x). (1.22)
Beispiel: Alle Sportler sind Nichtraucher. Formal geschrieben: Vo N (x). Die Ver-
neinung davon ist: =(VzN(z)) = Jz—N(x), d. h. es ist nicht der Fall, dass alle
Sportler Nichtraucher sind (linke Seite), oder nach Anwendung des De Morgan

Theorems (rechte Seite): es gibt mindestens einen Sportler der raucht. Falsch
wére daher: Alle Sportler sind Raucher.

Ein Beispiel (aus [42]) fiir einen giiltigen Schluss in der Prédikatenlogik:

Pq: Jedem Politiker muss misstraut werden.
P5: John ist Politiker.
K: Also kann man John nicht trauen.

P(z) ... z ist Politiker, j ...John,
T(z) ... x kann vertraut werden.

Man hat also folgenden Schluss zu zeigen
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(Vz (P(z) = =T(z)) A P(5)) F =T(j).
Aus der Voraussetzung (Préamisse P1) Va (P(x) — —T'(z)) folgt, dass dies auch

fiir John j gilt, also P(j) — —7T'(j) und da laut Voraussetzung (P2) auch P(j)
gilt, erhdlt man insgesamt

((PG) = =T(7) AP()) = =T3).

Dies ist aber ein giiltiger Schluss, da er die Struktur ((p — ¢) A p) F ¢ hat
(Abtrennungsregel (modus ponens) vgl. [1.12]).

Anmerkung: Fiir die Priadikatenlogik erster Stufe gilt der Godelsche Vollstandigkeitssatz. Fiir die
Pridikatenlogik zweiter Stufe (enthélt Priadikate von Pridikaten) gilt der Gédelsche Unvollsténdig-

keitssatz.

1.2. Beweise in der Mathematik

Die verschiedenen Teilgebiete der Mathematik bezeichnen wir als Theorien.

Zu ihrer Beschreibung verwendet man formale Sprachen, die zwei Arten von
Ausdriicken enthalten

(i) Logische Ausdriicke, die allen Theorien eigen sind und

(ii) spezifische Ausdriicke, die den Inhalt der Theorie festlegen. (Z. B. €
in der Mengenlehre)

Primitive Ausdriicke (Axiome) sind spezifische Ausdriicke, die ohne Erklérung
eingefiihrt werden. Durch Definitionen erhilt man aus diesen spezifische Aus-
driicke, die nicht mehr primitiv sind.

Jede Definition besteht aus zwei Teilen, die durch genau dann oder dann und
nur dann getrennt sind. Der erste Teil, das zu Definierende (Definiendum),
enthélt den zu definierenden Ausdruck. Der zweite Teil, das Definierende (De-
finiens), enthélt nur primitive oder bereits vorher definierte Ausdriicke. Die
beiden Teile werden durch die Identitit ,=* miteinander verbunden.

Beispiele: Hat man bereits die Zeichen —,V, A definiert, so kann man diese
verwenden um p — q, p <> q, etc. zu definieren

(p—4q):=-pVyg,
(P q):=({p—qN(g—p).

Manchmal schreiben wir statt = auch := um das zu Definierende hervorzuheben.
Mittels logischer und spezifischer Ausdriicke werden die Aussagen der Theorie
formuliert. Aus den primitiven Aussagen werden Theoreme oder Séitze abgelei-
tet. Ein mathematischer Beweis enthélt stets eine Ableitung der Behauptung,
entweder aus den Axiomen direkt oder aus einem bereits bewiesenen Satz.
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Anhand von zwei Beispielen wollen wir die haufigst vorkommenden Beweisme-
thoden der Mathematik erldutern.

(1) Direkter Beweis:
Satz: Wenn n eine ungerade Zahl ist, dann ist n? auch eine ungerade Zahl.

Da n ungerade ist, hat es die Form n = 2m + 1, wobei m eine beliebige Zahl

ist. Damit erhiilt man fiir n? = (2m + 1) = 2 (2m? + 2m) + 1, was zeigt, dass

n? auch ungerade ist.

(2) Indirekter Beweis:
Die Umkehrung obigen Satzes beweist man indirekt.
Satz: /2 ist eine irrationale Zahl.

Die Annahme, dass v/2 eine rationale Zahl der Form g,p,q € Z,q # 0, wobei
der grofite gemeinsame Teiler von p und ¢ eins ist, fithrt zu einem Widerspruch.

Haufig vorkommende Beweismethoden sind
1. Direkter Beweis: Hat das Theorem die Form p — ¢, so nimmt man p

als wahr an und gewinnt ¢ durch Ableitungen. Dann ist auf Grund der
Definition von ableitbar auch g wahr.

2. Oft ist es leichter ~¢ — —p zu beweisen. Wegen (|1.14)) gilt
(g = -p) F(p—q). (1.23)
3. Ebenso erhélt man einen Beweis des Theorems, wenn man —p V ¢ be-
weist, da nach (|1.5)) gilt
(pVa)F (p—q). (1.24)
4. Indirekter Beweis: Sei p das zu beweisende Theorem und ¢ ein Axiom

oder ein bereits bewiesener Satz. Gilt —p + —¢, dann ist —-p — —¢
direkt bewiesen. Nach (1.14)) folgt ¢ — p und da q gilt, gilt auch p.

5. Um ein Theorem der Form p — ¢ indirekt zu bewiesen, beweist man
—p direkt von der Negation p A g des Satzes ausgehend. Dann folgt
das Theorem wegen der Beziehung

(pA—q—=-p)F(p—q) (1.25)

6. Reductio ad absurdum: Um den Satz p zu beweisen, leitet man aus —p
den Satz p ab. Wegen der Beziehung

(=p—p)kp (1.26)

ist dies moglich.

Zusammenfassung
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(i) Folgende Begriffe sollten ihnen nun bekannt sein

Aussage, Wahrheitswert, Aussageverkniipfungen —, A, V, —, <+, etc.,
notwendig, hinreichend,

Tautologie, Kontradiktion,

logische Aquivalenz, logischer Schluss,

Priadikat, Quantor,

Axiom, Definition, direkter, indirekter Beweis.

(ii) Sie sollten nun einfache sprachliche Aussagen formal formulieren kénnen
und mittels Wahrheitswerttabellen den Wahrheitswert von zusammengesetzten
Aussagen iiberpriifen kénnen. Sie sollten folgende Frage beantworten kénnen:
Was kann die Aussagenlogik, was kann sie nicht?
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1.3. Ubung

(1) Liegt eine Aussage (im Sinne der Aussagenlogik) vor oder nicht?
(a) Komm sofort her!

b) Die Erde besitzt zwei Monde.

¢) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

d) Rot ist schoner als blau.

e) Kalt ist langsamer als 7.

f) 2 ist grofler als 3.

Es gibt ein allmé&chtiges Wesenﬁ

)
(2) Einschliefendes oder ausschliefendes ,,oder*?

(a) Morgen oder iibermorgen kann es regnen.

(b) Morgen oder iibermorgen ist Sonntag.
(c) Betreten des Rasens oder Blumenpfliicken ist nicht gestattet.

(3) Stellen sie die Wahrheitstabellen fiir folgende umgangssprachlichen
Verwendungen von oder auf.
(a) Entweder Fahrplanfehler oder Zugverspétung.
(b) Kopf oder Zahl (Miinzwurf).
(¢) Trinken oder Autofahren (Fahrschulregel).

(4) Aussage p ...Paul sagt die Wahrheit. Aussage m ...Max sagt die
Wahrheit.
a) Man stelle die Wahrheitstabelle fiir die Aussage ,,Paul sagt, dass
Max liigt* auf.
b) Man stelle die Wahrheitstabelle fiir die Aussage ,,Wenn Paul die
Wahrheit sagt, liigt Max® auf.

(5) Aussage p...die Sonne scheint.
Aussage q ...Herr Berger geht zu Fuf} ins Biiro.
a) Fiir Herrn Berger gilt: p — q.
Was lésst sich sagen, wenn die Sonne nicht scheint?
b) Fiir Herrn Berger gilt auflerdem: p < q.
Was lésst sich nun sagen, wenn die Sonne nicht scheint?

(6) Notwendig oder hinreichend (oder beides)?

(a) Regen ist ............. , dass die Strafle nass ist.

(b) Auf dem Schild eines Restaurants steht: ,Montag ist Ruhetag*.
Montag ist ........... , dass Ruhetag istm

(c) Dass die Zahl & durch 9 teilbar ist, ist ............ dafiir, dass « durch
3 teilbar ist.

(d) Eine Stromquelle ist ......... , dass die (elektrische) Lampe leuchtet.

6,,Could God microwave a burrito so hot that not even He could eat it?“ — Homer Simpson
7 Wie wiirde man das gleiche Schild bei einem Frisor interpretieren?
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(7)

(9)
(10)

(11)
(12)

(13)

(14)

(15)

Sei n eine natiirliche Zahl. Aussage p: n ist durch 4 teilbar. Aussage q:
n ist eine gerade Zahl. Was ist wahr?

(a) p = q.

(b) p <> q.

(c) p ist notwendig fiir q.

(d) g — p.

(e) p ist hinreichend fiir q.

(f) p ist notwendig und hinreichend fiir q.

», Wenn eine ganze Zahl positiv ist, so ist auch ihr Quadrat positiv*.
(a) Schreiben Sie diese Aussage als Implikation. Ist die Implikation
wahr? D.h. welchen Wahrheitswert kann diese Aussage tatséichlich ha-
ben?

(b) Gilt die Umkehrung ,,Wenn das Quadrat einer ganzen Zahl positiv
ist, so ist die Zahl ebenfalls positiv*?

Zeigen Sie: p — q ist genau dann wahr, wenn —=q — —p wahr ist.

Man zeige mithilfe von Wahrheitswerttafeln, dass die Formeln ((1.1)) bis
(1.5) giiltige logische Aquivalenzen sind.

Wie kann p A ¢ mit Hilfe von — und V ausgedriickt werden?

Wenn die Sonne scheint, bin ich froh. Sind die folgenden Schliisse lo-
gische Schliisse?

(a) Heute bin ich froh, also scheint die Sonne.

(b) Heute regnet es, also bin ich nicht froh.

(¢) Heute bin ich nicht froh, also scheint auch nicht die Sonne.

Ist folgende Aussage ein logisch korrekter Schluss?

, Wenn der Zolibat der Grund fiir sexuellen Missbrauch wire, diirfte
es iiberall dort, wo es den Zdlibat nicht gibt auch keinen Missbrauch
geben.“ﬁ

Wenn ein Viereck vier rechte Winkel besitzt, so halbieren einander die
Diagonalen. Sind die folgenden Aussagen giiltige logische Schliisse?
(a) Besitzt ein Viereck nicht vier rechte Winkel, so halbieren einander
die Diagonalen nicht.

(b) Halbieren einander die Diagonalen, so besitzt das Viereck vier rech-
te Winkel.

(c) Halbieren einander die Diagonalen nicht, so besitzt das Viereck
auch nicht vier rechte Winkel.

Man zeige mithilfe von Wahrheitswerttafeln, dass die Formeln (1.12))
bis (1.17) giiltige logische Schliisse sind.

8Kardinal Schénborn zitiert von C. Rainer im Profil Nr. 14, 2. April 2010



26 1. Grundlagen der Mathematik

(16) (*) Die Aussage —p kann mit der Verkniipfung | (hochstens eines von
beiden, NAND) geschrieben werden als p|p. Man stelle p A g und pV ¢
ausschlieflich mithilfe der Exklusion | dar.

(17) Wird richtig verneint? Stellen Sie gegebenenfalls richtig.
(a) Zu jedem Schloss passt ein Schliissel. Zu keinem Schloss passt ein
Schliissel.
(b) Es gab hochstens zwei Bewerber. Es gab mindestens zwei Bewerber.
(c) Das Schaf ist weif}. Das Schaf ist schwarz.

(18) Verneinen Sie folgende Aussagen.
a) Alle sind krank.
b) Niemand konnte das Problem lésen.

(19) Paul sagt, dass Max liigt. Max sagt, dass Hans liigt. Hans sagt, dass
Paul und Max beide liigen. Wer liigt hier, wer sagt die Wahrheit?

(20) Kommissar Holmes hat drei Tatverdichtige: John, Pat und Tom. Er
weifs:
(a) Wenn sich Pat oder Tom als Téter herausstellen, dann ist John
unschuldig.
(b) Ist aber John oder Tom unschuldig, dann muss Pat der Téter sein.
(c) Ist Tom schuldig, so ist John Mittéter.
Wer ist der Tater?

(21) (*)ﬂ Mayer, Schmied und Weber sind Pilot, Kopilot und Steward einer
AUA-Maschine, allerdings nicht unbedingt in der genannten Reihen-
folge. Im Flugzeug befinden sich auch drei Reisende mit denselben drei
Namen. Um sie von der Besatzung zu unterscheiden, erhalten sie im
folgenden ein ,Herr“ vor ihre Namen gesetzt. Man weiss:

(a) Herr Weber wohnt in Graz.

(b) Der Kopilot wohnt in Klagenfurt.

(c) Herr Schmied hat bereits vor langer Zeit seine Schulkenntnisse der
Mathematik vergessen.

(d) Der Fluggast, der denselben Nachnamen wie der Kopilot hat, lebt
in Wien.

9Dieses Beispiel stammt aus einem Skriptum der TU Graz und ist eher nicht fiir Wahrheitswert-
tabellen gedacht.
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(e) Der Kopilot und einer der Passagiere, ein Mathematik-Professor,
wohnen im gleichen Ort.
(f) Mayer besiegt den Steward beim Pokern.
Man folgere logisch daraus: wie heisst der Pilot!

(22) (*) Noch so ein Beispiel: http://en.wikipedia.org/wiki/Zebra_
Puzzle


http://en.wikipedia.org/wiki/Zebra_Puzzle
http://en.wikipedia.org/wiki/Zebra_Puzzle
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1.4. Grundbegriffe der Mengenlehre

Die folgende Charakterisierung (Pseudo-Definition) einer Menge geht auf Can-
tor (Georg Cantor, 1845-1912) zuriick.

Definition 1.25. Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlun-
terschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denken — welche die
Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen.

Anmerkung: (i) Diese “Definition” bildet die Grundlage fiir die naive Mengen-
lehre. Naive deshalb, weil diese Definition unter Umstédnden zu Widerspriichen
(Antinomien) fithren kann. Um diese Widerspriichen zu vermeiden, wurde die
azxiomatischen Mengenlehre (Zermelo—Fraenke]lEL Hilbert-Bernays, u. a.) einge-
fithrt, die Axiome fiir das Enthaltensein (Element sein) € angibt.

(ii) Dies ist keine Definition im eigentlichem Sinne, sondern macht nur plausibel
was wir uns unter einer Menge vorstellen sollten, vgl. , primitive Ausdriicke®.
Ansonsten miissten wir definieren was eine ,, Zusammenfassung* oder ,,Objekte“
sind und ohne Ende so weiter.

Bezeichnungsweisen: A, B, X,Y,... bezeichnen Mengen und mit a,b,x,y,...
werden die Elemente (Objekte) der Mengen bezeichnet. a € A heifit a ist ein
Element der Menge A und a € A heiflt a ist kein Element der Menge A. Fiir
ein beliebiges x soll stets x € A oder x € A gelten.

Eine Menge M ldsst sich durch Aufzéhlung angeben, z.B.
A={a,b,...}, (1.27)

wobei die Elemente a, b, ... der Menge zwischen den Mengenklammern explizit
angefiihrt werden. Es kommt dabei nicht auf die Reihenfolge an. Auch wird ein
mehrfach auftretendes Element nur einmal gezéhlt.

Beispiel 1.26. Die Menge der Buchstaben des Wortes Wasserfall
{w,a,s,s,e,r,f,a,l,l} = {a767f)laT787w}
oder

{2,3,3,1,2,3} = {3,1,2} = {1,2,3}.

Im beschreibenden Verfahren wird die Menge durch die Eigenschaften ihrer
Elemente (d.h. mit Hilfe der Pradikatenlogik),
A = { fiir alle z gilt | = hat die Eigenschaft E} = {z |E(z)} (1.28)

charakterisiert.

IChttp ://de.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
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Anmerkung: Durch das beschreibende Verfahren werden Beweise in der Men-
genlehre auf Aussagen zuriickgefiihrt und kénnen daher mittels der Regeln der
Logik bewiesen werden.

Bezeichnungen fiir Zahlenmengen
N=1{0,1,2,3,...} ={z ‘ x ist natiirliche Zahl},
Z={..,-2-1,012.3,.. .} ={z | v ist ganze Zahl},
Q = {z | x ist eine rationale Zahl (Bruchzahl)},
R = {z | z ist eine reelle Zahl},
C={z |2 =a+bimita,beR} (1.29)

Anmerkung: In dlteren Darstellungen wird 0 nicht als natiirliche Zahl betrachtet
und man schreibt dann oft Ny, wenn man 0 einschlief3t.

Ein Beispiel fiir das beschreibende Verfahren ist folgendes fiir die geraden Zahlen

G ={0,2,4,6,...} = {z } x = 2m, wobei m € N}.

Definition 1.27. (a) Eine Menge A heifst Teilmenge einer Menge B, wenn
jedes Element von A auch in der Menge B enthalten ist.

(b) Ezistiert ein Element von B, das nicht in A enthalten ist, so heifit A echte
Teilmenge von B. Man schreibt

AC B fir A ist Teilmenge von B und
AC B fir A ist echte Teilmenge von B. (1.30)

Anmerkung: (i) Die Definition (a) schlieit nicht aus, dass A und B gleich sind.
(ii) Manche verwenden auch folgende Notation:
A C B fiir Teilmengen und A C B fiir echte Teilmengen.

Definition 1.28. (Gleichheit zweier Mengen) Zwei Mengen A, B heif$en gleich,
wenn A C B und B C A gilt.

Definition 1.29. Ist A eine Menge mit nur endlich vielen Elemente (A heifit
dann endliche Menge ), so bezeichnet |A| die Kardinalzahl (Anzahl der Elemente
von A) von A.

Hat die Menge A unendlich viele Elemente, dann sagen wir A hat die Kardi-
nalzahl unendlich und schreiben auch |A| = oco.

Definition 1.30. FEine Menge heifit leere Menge, wenn sie keine Elemente
enthilt, z.B. wenn A = { }. Man schreibt dann () = { }. Fiir jede Menge A gilt:
0c A
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Man unterscheide zwischen:

a ist ein Element der Menge A und die Menge {a} ist eine Teilmenge der Menge
A. D. h. die leere Menge ist zwar Teilmenge jeder Menge aber nicht Element
jeder Menge!

1.4.1. Operationen mit Mengen.

Definition 1.31. Die Menge aller Elemente zweier Mengen A, B, die sowohl
zu A als auch zu B gehéren, bilden den Durchschnitt (Abb. der Mengen A
und B, d.h.

AﬂBz{m|3}6Aund x € B}. (1.31)

Veranschaulicht werden Mengenoperationen mit Hilfe von Mengendiagrammen
(Eulerkreisen, Venndiagrammen).

Abbildung 1.1. Durchschnitt AN B der Mengen A und B

Definition 1.32. Zwei Mengen A und B heissen disjunkt (elementfremd),
wenn AN B = 0.

Definition 1.33. Die Menge aller Elemente zweier Mengen A, B, die entweder
zu A oder (V) zu B gehdren, bilden die Vereinigung (Abb. der Mengen A
und B, d.h.

AUB:{x‘$€Aoder x € B}. (1.32)

Es gelten die Distributivgesetze
Satz 1.34.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC). (1.33)
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Abbildung 1.2. Vereinigung AU B der Mengen A und B

Alle Beweise der Mengenlehre werden mittels des beschreibenden Verfahrens
auf entsprechende logische Aussagen zuriickgefiihrt. Sie kénnen durch Mengen-
diagramme plausibel gemacht werden.

Ubung: Man beweise die Gesetze und veranschauliche sie graphisch.
AN(BUC)={z |z € AN z€(BUC)}
:{m|m6A/\(:13€B\/m€C)}
={z|(z€ArzeB)V(rc ANz )}
={z|ze(AnB)vVze (AnC)}
=(ANB)U(ANC).

Definition 1.35. Die Menge aller Elemente einer Menge A die nicht zur Men-
ge B gehdren bilden die Differenzmenge (Abb. der Mengen A und B, d.h.

A\B={z |z € Aund z¢ B}. (1.34)

Abbildung 1.3. Differenzmenge A\ B von Mengen A und B

Esgilt: A\B# B\ A
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Definition 1.36. Ist A eine Teilmenge von G (A C G) so nennt man die
Differenzmenge G \ A das Komplement (Abb. der Menge A beziiglich G.

CgA:A:G\A:{x|x¢Aund z € G}. (1.35)

Abbildung 1.4. Komplement A von A beziiglich G

Es seien nun A und B Teilmengen einer Grundmenge (Obermenge) G. Dann
gelten die Regeln von de Morgan

Satz 1.37. (De Morgan)

(AUB) = (AN B),
(AN B) = (AUB). (1.36)

Weitere Gesetze: Fiir beliebige A, B,C C G gilt:

Idempotenz

AUA=A,

ANA=A. (1.37)
Kommutativitit

AUB=BUA,

ANB=BnNA. (1.38)
Assoziativitat

AN(BNC)=(ANB)NC. (1.39)
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Adjunktivitdt (Absorption)

AN(AUB) = A,
AU(ANB)=A (1.40)
Involution
A=4 (1.41)
Identitét
AUD = A,
ANG=A,
AUG =G,
ANd=10. (1.42)
Komplementaritét
AUA =G,
ANA=10. (1.43)

Anmerkung: Vergleicht man diese Gesetzméfligkeiten mit denen in der Aus-
sagenlogik, so sieht man eine ,Eins zu Eins“- Entsprechung, wenn man die
aussagenlogischen Operatoren wie folgt mit den Mengenoperationen identifi-
ziert: — entspricht Cg, N entspricht A, U entspricht V. Auch die Mengenlehre
hat die gleiche Struktur wie die Aussagenlogik oder Schaltalgebra (Boolesche
Algebra).

Definition 1.38. Die Menge aller Teilmengen einer Menge A heifit Potenz-
menge von A.

P(A)={B | BC A4}. (1.44)

Beispiel: Es sei A = {a,b,c}. Dann ist
P(A) ={0,{a}, {0}, {c},{a,b},{a, c},{b,c}, {a,b,c}}.

Die Potenzmenge P(A) einer Menge mit n Elementen besitzt 2" Elemente, d. h.
ist |A| = n, dann ist [P(A)| = 2".

Beispiel: Sei A = (). Gesucht P(A). Wieviele Elemente hat P(A)?

Oft muss bei einer Menge von zwei Elementen a, b auch deren Reihenfolge be-

achtet werden, die bei der Mengenbildung keine Rolle spielt. Dies fithrt auf die
Definition des geordneten Paares (a,b)
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Definition 1.39. Gegeben seien zwei Mengen A, B und a € A,b € B. Das
geordnete Paar (a,b) wird definiert durch (Kuratowski)

(a,b) :=={{a},{a,b}}. (1.45)

Zur Motivation dieser Definition:

Man betrachte das geordnete Viertuppel (b, d, a, c).

Frage: Wie ldsst sich dies durch eine Menge charakterisieren?

Wie wér’s mit {{b}, {b,d}, {a,b,d},{a,b,c,d}}? D. h. die Anzahl der Elemente
der Teilmenge beinhaltet die Information an welcher Stelle das entsprechende
Element steht (z. B. von links beginnend).

Satz 1.40. Ist (a,b) = (a/,V'), dann folgt a = o' und b=1V".

Definition 1.41. (Alternativdefinition) Gegeben seien zwei Mengen A, B und
a,a’ € A,b,b' € B. Das geordnete Paar (a,b) ist durch folgende Figenschaft
charakterisiert:

FEs gilt (a,b) = (a’, V) genau dann, wenn a = a’ und b =1 ist.

Wenn man ins Kino geht, ist der Sitzplatz im Kinosaal durch das Zahlenpaar (3, 7) eindeutig bestimmt:
Reihe 3, Sitz 7. Das Zahlenpaar (7,3) wiirde einen anderen Sitzplatz meinen. Auch das Zahlenpaar

(8,3) charakterisiert einen eindeutigen Platz. Fiir Mengen gilt aber {3,3} = {3}.

Definition 1.42. Unter der Produktmenge oder dem Cartesischen Produkt
(Abb. zweier Mengen A und B versteht man die Menge aller geordneten
Paare, deren erstes Element aus A und deren zweites Element aus B ist

Ax B={(a,b) | a€ A,be B} (1.46)

Das Cartesische Produkt ist im allgemeinen nicht kommutativ und auch nicht
assoziativ, dh. Ax B# B x Aund (Ax B)xC # A x (B x ().

Die Anzahl der geordneten Paare ist |A x B| = |A||B].

Rekursiv kann nun ein geordnetes n-Tupel definiert werden, z.B. ein geordnetes
Tripel als (r,s,t) = (r, (s,t)). Damit kann nun das n-fache Cartesische Produkt
definiert werden. Das n-fache Cartesische Produkt der Mengen Ay, Ao, ..., A, ist
in diesem Sinn definiert als

A x Ay x ... x A, = {(al, ...,an) ‘ ay € Aq,...,a, € An}

Man schreibt fiir das n-fache Produkt A x A x .... x A einer Menge A oft auch
abkiirzend A”. Ist R die Menge der reellen Zahlen, so ist z.B. R? die Menge aller
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B AxB
. . (1,0 © (20 .+ (3,0
° b T ()t (2b) * (3b)
2 Ta) C (2a) * (3a)
1 2 3 A

Abbildung 1.5. Cartesisches Produkt A x B von A und B

reellen 3-Tupel (die als ,,Punkte“ im 3-dimensionalen Raum veranschaulicht
werden konnen).

Definition 1.43. Wenn jedem Index A aus einer Indexmenge A eine Menge
B zugeordnet wird, spricht man von einer Mengenfamilie

By, A€ A. (147)

Definition 1.44. Unter einer Klasseneinteilung (Abb. @) emner Menge X
verstehen wir eine Mengenfamilie, d. h. die Menge {S; | iel,S;#0,5 C X}
fur die gilt
(7) USi =X, und
el
(i1) S;NS; =0, wenn i # j, fir allei,j € I. (1.48)

Beispiel: Die Menge der ganzen Zahlen Z kann als Vereinigung der beiden dis-
junkten nichtleeren Mengen der geraden Zahlen G und der ungeraden Zahlen
U geschrieben werden Z = G U U.

1.4.2. Einfache Abzihlprinzipien. Wir haben bereits festgehalten das fol-
gendes gilt: die Anzahl der geordneten Paare ist |A x B| = |A||B|.
Satz 1.45. Es seien A und B disjunkte Mengen, dann gilt

|AUB| = |A| + |B| (1.49)
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Abbildung 1.6. Klasseneinteilung von X; (Anm.: Der “Rand” wird jeweils
nur einmal gezéhlt)
Fiir beliebige nicht notwendigerweise disjunkte Mengen gilt

Satz 1.46. (Prinzip der Inklusion und Ezklusion) Es seien A, B und C' beliebige
Mengen, dann gilt

(i) [AUB| = |A|+|B| - |AN B|, (1.50)
(i) JAUBUC| = |A|+|B|+|C| —|ANB|— |ANC| - |BNC|
+]AnBNC|. (1.51)

Dieser Satz kann ohne Probleme fiir n Mengen verallgemeinert werden [110],
Seite 49.

Zusammenfassung

(i) Folgende Begriffe sollten ihnen nun bekannt sein

Menge, Element,

Teilmenge, leere Menge, Kardinalzahl,
Vereinigung, Durchschnitt, Differenz, Komplement,
Potenzmenge,

geordnetes Paar, Produktmenge,
Klasseneinteilung.

(ii) Sie sollten die wichtigsten Rechenregeln fiir Mengenoperationen kennen und
einfache Aufgaben wie zum Beispiel Abzihlprobleme mithilfe von Mengen l6sen
konnen.
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1.5. Ubung

Es sei ZT = {1,2,3,....} (die Menge der positiven ganzen Zahlen).

(1) Geben Sie die folgenden Mengen im aufziéhlenden Verfahren an:
a) A={reN|2<x<5b},

b) B={zecZ| —2<z <4},

)C={zeN|z<3},

)D={x€Z| —3<xz<3},

JE={ze€Z| —4<xz<1},

YEP={z€Z]| —4<z< -1},

)G ={ze€Z" |x<10 A 2? <12},
JH={xeN|z>4 N z<T},

HNI={xeN|z<4 AN z>T}

(2) Suchen Sie fiir die folgenden Mengen eine beschreibende Darstellung:
a) A={4,5,6},
b) B =1{-1,0,1},
) C=1{56,7,..},
d) D=1{0,1,2,...},
e) E={.,-2,-1},
f) F={-3,-2,-1,0,1,2,3}.

(3) Gegeben sind zwei Mengen A und B. Geben Sie ihre Vereinigungs-
menge, ihre Durchschnittsmenge sowie die Differenzmengen A\ B und
B\ A an:

a) A={1,2}, B=1{2,3,4},

b) A= {4,5,6}, B=A,

¢) A={-3,-2,-1,0,1,2}, B=N,
d) A={-1,0,1,2}, B ={3,4}.

(4) Gegeben sind zwei Mengen A und B mit B C A. Ermitteln Sie die
Komplementiarmenge von B beziiglich A:

a) A={1,2,3,4,5,6}, B={3,4,6},
b) A={zxeN|z <10}, B=1{1,3,5,7},
c) A=N, B=Z",
d) A= B.

(5) Was ergibt:

a) {1} U{1}, b) {1}U{0}, <) {}u{o}, d)zZ*uU{o},
) NU{0}, f)Z+n{0}, g Nn{0}, h)z+\{0}, i){0}\zZ*

(6) Was ergibt a) AU A, b) AN A, c) A\ A.

(7) Gegeben sind zwei Mengen A und B mit B C A. Zeichnen Sie ein
Mengendiagramm fiir die Komplementirmenge von B beziiglich A.
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(8) Zeichnen Sie ein Mengendiagramm fiir die Mengen A, B, A # B, wenn
gilt:
a) AUB = A, b) ANB = A, c) ANB = {}, d) A\B = A.
(9) Zeichnen Sie ein Mengendiagramm fiir die Mengen A, B, C' wenn:
a) AUB = Bund BN C = {}, b) A C Cund B C C und
ANB={}.
(10) Wahr oder falsch?
a) {} ={0}, b) {4,5,9} = {5,4,9}, c) {4,5,9} € {5,4,9},
d) {4,5,9} € {5,4,9},  e){1ju{1} ={2}, ) {1}n{1} ={1}.
(11) (*) Man beweise den Satz [1.40]

(12) Die symmetrische Differenz AA B zweier Mengen A, B ist definiert
durch (A\ B)U (B \ A). Zeige, dass AAB = BAA.

(13) Man beweise das Distributivgesetz AU (BNC) = (AUB)N(AUC)
mittels des beschreibenden Verfahren und auch mit Mengendiagram-
men.

(14) (*) Es sei A; C G. Dann gilt
Satz 1.47. (De Morgan)

(4

45,

Jjel J€el
U4
jer

([ 4)) (1.52)
Jjel
(15) Berechne die Kardinalzahlen folgender Mengen.
Ml :®7 M2 - {0717{273}}7 M3: {(17273)7(474)7(576)}7
My = {@, {1727374}}7 M5 = {07 (172)7 {{0}}}7 M = {{{17 2}}}7
M7 ={(1,2),(2,1),{1,2},{2,1}}, Mg ={{1,2,3},{4,4}}.
(16) (*) Man beweise (1.51)) und verwende dazu (1.50)), d. h. es seien A, B
und C beliebige Mengen, dann gilt
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|.

(17) (HA) Jeder der 100 erstsemestrigen “Computer Science” Studenten der
Utopia-Universitit belegt mindestens eines der folgenden Nebenféicher:
Mathematik, Elektronik und Buchhaltung. Man weif3, dass 65 Mathe-
matik, 45 Elektronik, 42 Buchhaltung, 20 Mathematik und Elektronik,
25 Mathematik und Buchhaltung und 15 Elektronik und Buchhaltung
belegen. Wieviele belegen
(i) alle drei Nebenficher,
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(ii) Mathematik und Elektronik aber nicht Buchhaltung,
(iii) nur Elektronik?

(18) Die Abb. zeigt vier Mengendiagramme fiir zwei Mengen A, B.

>
vs)

Abbildung 1.7. Beispiel

Markieren Sie in jedem dieser Diagramme die folgenden Mengen:
a) AU B, b) AN B, c) A\ B, d) B\ A.






Kaprtel 2

Relationen

2.1. Relationen

Gegeben seien zwei Mengen A, B. Man betrachtet das Cartesische Produkt
A x B.

Definition 2.1. FEs sei R eine Teilmenge von A x B, d. h. R C A x B. Das
geordnete Tripel (A, B, R) heifst Relation. R heifst der Graph der Relation. Ist
(a,b) € R so steht a zu b in Relation und man schreibt a Rb. Wenn (a,b) € R
ist, so schreibt man auch aRb.

Ist B = A so nennt man (A, R) = (A, A, R) Relation auf A.

Anmerkung: Meist wird (,schlampigerweise®) bereits die Menge R selbst als
Relation bezeichnet.

Anmerkung: Betrachtet man mehr als zwei Mengen also n Mengen und ist R
eine Teilmenge von Ay X As X ... Ay, so spricht man von n-stelligen Relationen.

Definition 2.2. Der Definitionsbereich einer Relation (A, B, R) ist definiert
durch

D(R) ={a | (a,b) € R} (2.1)
und der Wertebereich (Wertevorrat) einer Relation (A, B, R) ist definiert durch
W(R) ={b| (a,b) € R}. (2.2)

Darstellung von Relationen
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(1) Beschreibung durch Aufzéhlung der Paare R = {(a,b)| ...},
2.B. A=B={1,2,3,4} und R = {(1,2),(2,4), (3,3), (4,2), (4,4)}.

(2) Angabe einer Relation durch Beschreibung der Beziehung. Beispiele:
(i) aRb, z.B. a = b, a < b, alb (a teilt bY,
(i) A= B = {z | « ist ein Land} und a Rb, wenn das Land a an das
Land b angrenzt,
(ii) A = B = {z | z ist eine Stadt} und a Rb, wenn die Stadt a eine
Zugverbindung zur Stadt b hat,
(iv) A = {Milch, Eier, Honig}, B = {Kiihe, Ziegen, Hithner} und
a Rb, wenn das Produkt a von b erzeugt wird,
d.h. R = {(Eier,Hiihner),(Milch,Ziegen),(Milch,Kiihe)}

(v) A = {Prozessor, iMac, Drucker, Bildschirme}, B = {Apple, IBM, Sun}

und a R b, wenn das Produkt a von b erzeugt wird.

Im Folgendem sei A = {a,b,c}, B ={u,x,y,z} und
R ={(a,x),(b,y), (b, 2),(c,2)}, d. h. aRz,bRy,bRz,cRz.

(3) Matrixdiagramm: (besonders fiir die Darstellung am Computer geeig-
net)
1 a;jRbg

- 0 Qj Rbk
(dabei bezeichnet j die Zeile und & die Spalte).

mjk

u xr Yy 2z
a 01 00
b 0011 (2:3)
c 00 01

(4) Pfeildiagramm (Abb. 2.1)):

(5) Angabe durch eine Tabelle (dies ist die Standardform fiir mehrstellige
Relationen, die in Datenbanken verwendet werden.

DR)C A|W(R)CB
a x
b y
b z
c z
(6) Koordinatendiagramm (Abb. [2.2)):

IDefinition: Gegeben seien zwei Zahlen a,b € N. Dann gilt a|b (a teilt b) genau dann, wenn eine
Zahl q € N existiert, sodass ag = b gilt
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Abbildung 2.1. Pfeildiagramm

B
Z — + +
YA +
X 4 +
T
} } t -
a b c A

Abbildung 2.2. Koordinatendiagramm

(7) Gerichteter Graph (Abb. [2.3)):
(Diese Darstellung ist nur fiir Relationen (A, R) auf A moglich)
A=1{1,2,3,4},
R=1{(1,2),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4), (4,1), (4,3)}.

Ubung: Es sei A = B = {1,2,3,4,5,6} und a Rb, wenn alb (a teilt b). Man
stelle diese Relation in den Formen (1), (3)-(7) dar.
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N

3 4

Abbildung 2.3. Gerichteter Graph

Definition 2.3. Die inverse Relation (Abb. (B,A,R™1) 2u (A, B, R) ist
definiert durch

R ={(b,a) | (a,b) € R}. (2.4)

Ubung: Essei A = {a,b,c}, B = {u,2,y, 2} und R = {(a, ), (b,y), (b, 2), (¢, 2)}.
Man ermittle die inverse Relation R~! und stelle sie mit einem Pfeildiagramm
dar.

A

¢ - +

b 1 P

a +
; ! % i -
u X y z B

Abbildung 2.4. Inverse Relation R™*

Definition 2.4. Die zusammengesetzte Relation (Abb. (A,C,R0oS). Ist
R C Ax B und S C B x C, so ist die zusammengesetzte Relation definiert
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durch
RoS ={(a,c) | es existiert ein b mit (a,b) € R und (b, c) € S}. (2.5)

Anmerkung: Manche benutzen auch die Notation S o R (R und S sind ver-
tauscht).

Abbildung 2.5. Zusammengesetzte Relation Ro S

Beispiel in Abbildung 2.5}
Essei A ={1,2,3,4}, B={a,b,c,d}, C ={x,y,z},

R = {(17 a): (2’ d)v (3,@), (37 b)’ (37 d)}v S = {(bvr)’ (b’ Z)’ (Ca y)v (d’ Z)}
Dann ist RoS C Ax Cund RoS ={(2,2),(3,2),(3,2)}.

Wie wir schon bei den bisherigen Beispielen gesehen haben, besitzen Relationen
gewisse Eigenschaften, die in folgender Definition prézisiert werden.

Definition 2.5. Eine Relation (A, R) auf A heifit

(i) reflexiv, wenn aRa fir alle a € A gilt,
(ii) symmetrisch, wenn fir alle a,b € A mit aRb folgt bRa,

(iii) antisymmetrisch, wenn fiir alle a,b € A fiir die aRb und bRa gilt folgt,
dass a = b,

(iv) transitiv, wenn fir alle a,b,c € A mit aRb und bRc folgt aRc.

Oft ist es leichter festzustellen, dass eine Eigenschaft nicht erfiillt ist:

(i) nicht reflexiv: es existiert ein a € A mit (a,a) € R.
(ii) nicht symmetrisch: es existiert ein (a,b) € R mit (b,a) € R.
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(iii) nicht antisymmetrisch: es existiert ein a # b € A mit (a,b) und (b,a) € R.
(iv) nicht transitiv: es existiert (a,b), (b,c) € R mit (a,c) € R.

Anmerkungen: Es gilt

(i) Ist die Relation (A4, R) transitiv, so ist auch die inverse Relation (A, R~1)
transitiv.

(ii) Die Zusammensetzung von symmetrischen bzw. transitiven Relationen muss
aber nicht symmetrisch bzw. transitiv sein.

(iii) Antisymmetrisch ist nicht das Gegenteil von symmetrisch, z. B. A = B =
{a,b} und R = {(a,a), (b,b)}. Diese Relation ist zugleich symmetrisch und
antisymmetrisch.

(iv) Die Relation auf der leeren Menge ist als einzige Relation sowohl reflexiv
als auch irreflexiv.

Ubung: Man ermittle die Eigenschaften folgender Relationen.
(i) A=N, aR;b, wenn a < b.
(i) A =N, aRgb, wenn a < b, d. h. (N, <), wobei < ,kleiner als“ bedeutet.
(iii)
A={1,2,3,4},
Ry ={(1,1),(2,4),(3,3),(4,1), (4,4)}.
(iv)
A ={a,b,c},
Ry = {(a,a),(¢,b),(b,a),(a,c)}.

Zwei weitere oft verwendete Eigenschaften von Relationen sind definiert durch

Definition 2.6. FEine Relation (A, R) heif$t
(i) irreflexiv, wenn aRa fir alle a € A gilt,

(ii) asymmetrisch, wenn aRb impliziert, dass bRa fiir alle a,b € A gilt.

Beispiel: (N, <).

Satz 2.7. Der Durchschnitt einer Familie (Menge) von reflexiven, symmetri-
schen oder transitiven Relationen R, j € I auf einer festen Menge A ist reflexiv,
symmetrisch oder transitiv.

Satz 2.8. Zu jeder Relation R gibt es eine reflexive, symmetrische oder tran-
sitive Hiille, d. h. eine Relation R, wobei R C R und R reflexiv, symmetrisch
oder transitiv ist.
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Beispiel: Die reflexive Hiille R3 von Rg ist: R3 = Rs U {(2,2)}.

Definition 2.9. Die Menge Iy C A x A gegeben durch Iy = {(z,z) | x € A}
heifit Diagonale von A x A. Durch I 4 ist die Identitétsrelation definiert. Es gilt
xlay genau dann, wenn r = y.

Anmerkung: Eine Relation R ist genau dann reflexiv, wenn I4 C R.

Definition 2.10. Eine Relation auf A heifit Aquivalenzrelation, wenn gilt
(i) R ist reflexiv,
(ii) R ist symmetrisch,

(iii) R ist transitiv.

Durch eine Aquivalenzrelation auf A erhilt man eine Partition oder Klassen-
einteilung von A. Die Mengen

[z]={ye A ‘ yRzx} (2.6)

bezeichnet man als Aquivalenzklassen von A beziiglich R und x ist ein beliebiges
Element (Vertreter) aus dieser Klasse. Fiir die Aquivalenzklassen gilt:

(1) 2] # 0,
(2) [z] N [y] = 0 genau dann, wenn (z,y) € R,

Beispiele. (i) Es sei A = Z und die Relation R sei definiert durch

(m,n) € R genau dann, wenn 2 die Differenz m — n teilt .

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Die zwei Aquivalenzklassen bestehen aus den
geraden und ungeraden natiirlichen Zahlen.

(ii) Es sei A = N oder A = Z und die Relation R sei definiert durch a Rb wenn
a den gleichen Rest wie b bei der Division durch m hatﬂ

Weitere Beispiele fiir Aquivalenzrelationen sind: ,a ist gleich alt wie b* auf
einer Menge von Personen, ,,a kostet gleich viel wie b“ auf einer Menge von
Produkten, ,Seite a gehort zum selben Kapitel wie Seite b“ auf der Menge
aller Seiten eines Buches, usw. In diesen Beispielen erkennt man sofort auch die
entsprechenden Aquivalenzklassen. So ergeben sich Altersklassen, Preisklassen,
die einzelnen Kapitel eines Buches, usw.

2 Sjehe auch Definition [10.14
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2.2. Abbildungen

Definition 2.11. Eine Relation (A, B, f) mit den beiden Eigenschaften

(i) D(f) = 4,
(ii) aus zfy und xfz folgt y = =z
(bewirkt Eindeutigkeit, d. h. zu jedem x gibt es nur ein y)

heifst Abbildung oder Funktion f von A in B.

Anmerkung: Sehr gerne wird fiir eine Funktion auch folgende Definition ver-
wendet: Eine Abbildung oder Funktion f von einer Menge A in eine Menge
B ist eine Vorschrift, die jedem Element x € A genau ein Element f(x) € B
zuordnet. Hier miisste man aber dann definieren, was eine “Vorschrift” ist oder
was “zuordnet” bedeutet, ansonsten ist dies eine sinnlose Aussage.

Schreibweise
f: A= B, x— f(z). (2.7)

x € A heifit Argument der Funktion, das dazugehérende y = f(z) das Bild von
x. A heiBt Definitionsbereich, f(A) = {y € B | y = f(z),x € A} Wertevorrat

(Abb. von f.

Abbildung 2.6. Wertevorrat f(A)

Die Menge {(z, f(z)) | # € A} heiBt Graph der Funktion.

Darstellung von Funktionen

A= {CL, ba Gy d7 6}7 B = {Oé, Bv s 57 6}a f = {(aa ﬁ)a (ba a)v (Cv 5)7 (da 5)7 (6, 6)}
(1) Angabe durch eine Tabelle
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0 L0 ok
> o D

(2) Pfeildiagramm (Abb.

Abbildung 2.7. Pfeildiagramm

(3) Koordinatendiagramm (Abb.

v+

51 + o+ 4+
Bt +
a +
T T T T
a b c d e A

Abbildung 2.8. Koordinatendiagramm

(4) Formel
A=B=R, f:R—=R, z—2°+4r—7=(z+2)* 11 (2.8)
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Definition 2.12. Fine Abbildung heifst surjektive Abbildung oder Abbildung
auf B, wenn B = f(A) gilt.

FEine Abbildung heifit injektive (eindeutige) Abbildung, wenn aus f(z) = f(y)
x =y folgt.

FEine surjektive und injektive Abbildung heifit bijektive Abbildung (Abb. .

>

7
|
X

Abbildung 2.9. Surjektiv, injektiv, bijektiv

Spezielle Funktionen sind

(i) Identitat Ida: A — A, z+— x,
(ii) Inklusion i:A— B,mit AC B, x>z,

(iii) Projektion pr; : Ax B — A, (x,y) — z, pry : A X B — B,
(z,y) =y,

(iv) f : A — B heifit konstante Funktion, wenn fiir alle z1,20 € A gilt
fla1) = f(22).

(v) Eine Abbildung N — B, n +— z(n) = z,, heifit Folge.

(vi) Die Charakteristische Funktion (auch Indikatorfunktion genannt) x4
(bzw. I4) einer Menge A C B ist definiert durch x4 : B — {0,1} mit
xa(z) =1, wenn x € A und x4(z) =0, wenn x ¢ A.

(vii) Die Kronecker 6 Funktion ist definiert durch 6 : N x N — {0,1} mit
di; =1, wenn i = j und ¢; ; = 0, wenn 7 # j.

(viii) Die Polynom-Funktion p vom Grade n ist definiert durch
p:R =R,
p(x) = ana” + an_12" ' 4+ arw +ag,  aj € R,a, #0. (2.9)
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Da (A, B, f) eine Relation ist, gibt es auch dazu eine inverse Relation (B, 4, f~1).
Diese ist im allgemeinen jedoch keine Abbildung mehr. Nur wenn f eine bijek-
tive Abbildung ist, ist auch f~! eine bijektive Abbildung.

Ist f: A— Bund C C B, so nennt man die Menge f~1(C) das Urbild (Abb.
von C, d. h. f1(C)={z € A | f(z) € C}.

Abbildung 2.10. Urbild f~(C)

Definition 2.13. Es seien f : A — B, g : B — C zwei Funktionen. Die
zusammengesetzte Funktion ist gegeben durch go f: A — C, =+ g(f(x)).

Es gilt ho(go f) = (hog)o faber go f# fog.
Ubung: f:R =R, 2= xz+1und ¢g: R = R, 2 — 2. Berechne g o f und
feog.

Definition 2.14. Ist f : A — B, eine Abbildung und C C A, so nennt man
f’c :C — B, x+— f(x) die Restriktion von f auf C. Es gilt f’c = foui.

2.3. Machtigkeiten

Definition 2.15. Zwei Mengen A und B heiffen gleichméchtig (haben dieselbe
Kardinalzahl), wenn es eine bijektive Abbildung von A nach B gibt.

Die Menge {0,1,...,n — 1} nennt man Abschnitt der natiirlichen Zahlen.
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Definition 2.16. Ist A gleichmdchtig mit einem Abschnitt {0,1,...,n—1} der
natirlichen Zahlen, so heifst A endliche Menge und n ist die Kardinalzahl wvon
A (= Anzahl der Elemente von A)

Definition 2.17. Ist A nicht endlich, aber gleichmdchtig mit N, so heifit A
abzahlbar unendlich. Man schreibt |N| = RXq (aleph null).

Die Potenzmenge einer Menge hat immer eine grofiere Méchtigkeit als die Menge
selbst, |P(N)| := ®; (aleph eins).

Endliche und abzéhlbar unendliche Mengen fasst man zu den abzdhlbaren Men-
gen zusammen. Nicht abzéhlbare Mengen heiflen iberabzdhlbar.

Es gilt:

(i) Jede Teilmenge von N ist abzéhlbar.

(ii) Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzéhlbar.

(iii) Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzéhlbar (Diagonalverfahren).

0 2

3 3

==
o L
=N

1 1 1
1.1 2 _2 3
2 2 2 2 2
1.1 2 _2
3 3 3 3

(2.10)

11 2
4 4 4
1
5

(iv) Die Vereinigung von abzéhlbar vielen abzéhlbaren Mengen ist abzihlbar.

ailp a2 @13 G4

a21 G22 (23

asl asz2 ... (2'11)
aqy ...

Satz 2.18. Es sei A eine abzdhlbare Menge und f : A — B eine surjektive
Abbildung. Dann ist B abzdhlbar.

Satz 2.19. Die Menge der recllen Zahlen {x € R | z € [0,1]} und folglich die
Menge R ist iberabzihlbar. Man schreibt |R| = c.
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Anmerkung: Die Kontinuumshypothese besagt, dass ¢ = Nj.
Beweis: Annahme [0, 1] ist abzéhlbar, d. h.

0 <> 79 = 0.200201202203 - - - ,

1 r; =0.210211212213 - - -,

2 & Ty = O.Z20221222223 e

Man bilde die Zahl

r=0.202122 ..., wobei 2; = 2, wenn z;; = 1 und Z; = 1 sonst.
y J ’ 77 J

Dann kommt r € [0, 1] nicht in der Menge {rg,r1,72,...} vor. W!

2.4. Geordnete Mengen

Definition 2.20. FEine Relation auf A heif$t Ordnungsrelation, wenn gilt
(i) R ist reflexiv,
(ii) R ist antisymmetrisch,
(iii) R ist transitiv.

(A, R) heifst geordnete Menge.

xRy wird {iblicherweise bei Ordnungsrelation als x < y (kleiner gleich) geschrie-
ben und xRy mit x # y als © < y (echt kleiner), (A, <) geordnete Menge.

Bei einer Ordnung kann es unvergleichbare Elemente geben. Man spricht da-
her auch von einer Teilordnung oder partiellen Ordnung (partially ordered set
(POset)).

Ist (A, <) eine Ordnungsrelation, dann ist auch die inverse Relation eine Ord-
nungsrelation.

Definition 2.21. Fine Relation auf A heifit strikte Ordnungsrelation, wenn
qgilt

(i) R ist irrefleziv,

(ii) R ist asymmetrisch,

(iii) R ist transitiv.

Anmerkung: Man erhilt aus einer Ordnungsrelation eine strikte Ordnungs-
relation, wenn man die Diagonale entfernt und umgekehrt aus einer strikten
Ordnungsrelation eine Ordnungsrelation, wenn man die Diagonale hinzufiigt.
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Beispiele fiir Ordnungsrelationen

(1) N mit der natiirlichen kleiner-gleich-Beziehung (N, <),
(2) Potenzmenge einer Menge A mit Inklusion C als Ordnungsrelation,

(3) (N, =) wobei < folgenderweise definiert wird a < b genau dann, wenn
a teilt b,

(4) A1 ={1,2,3,4,6,12}, a < b ist definiert als a teilt b.

Beispiel (4) wird in einem Hasse-Diagramm (Ordnungsdiagramm) wie folgt dar-

gestellt (Abb.
12
/N
4 6
2 / 3
\.,/

Abbildung 2.11. Hasse-Diagramm

Jedem Element der Menge wird ein Punkt der Zeichenebene zugeordnet mit der
Vereinbarung, b oberhalb von a zu zeichnen und mit a zu verbinden, wenn a < b
gilt. Daher kénnen die Pfeilspitzen weggelassen werden. Durch die zuséatzliche
Vereinbarung, dass b nicht mehr mit a verbunden wird, wenn b bereits iiber
andere Punkte mit a verbunden ist (Transitivitit), wird die Fiille der Linien
reduziert (vergl. Zahlengerade).

Ubung: Man zeichne das Hasse-Diagramm fiir folgende Ordnungsrelationen:
(1) A2 ={1,2,3,4,6,7,12,13,49}, a < b ist definiert als a teilt b,
(2) A3 ={2,3,4,6,7,12,13,49}, a < b ist definiert als a teilt b,
(3) N mit der natiirlichen Kleiner-Beziehung <,
(4)

4) 7Z mit der natiirlichen Kleiner-Beziehung <.
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Definition 2.22. FEine Relation (A, <) heifit totalgeordnet, wenn fiir alle
(z,y) € Ax A entweder x <y oder y < x gilt.

Eine totalgeordnete Menge wird auch als linear geordnet oder als Kette bezeich-
net.

Von obigen Ubungsbeispielen ist nur Beispiel (3) und (4) totalgeordnet.

Definition 2.23. Fine Abbildung f : (A, <1) — (B, <2) heifit Ordnungshomo-
morphismus, wenn

z <1y — f(z) <2 f(y). (2.12)
(f wird auch als isotone Abbildung, als monoton wachsend bzw. als nicht fallend
bezeichnet).

Anmerkung: Ublicherweise wird der Index j bei <, weggelassen.
Eine Abbildung f : (A,<) — (B, <) heifit monoton fallend, (antitone Abbil-
dung), wenn x <y — f(z) > f(y).

Eine Abbildung f : (A,<) — (B, <) heifit streng monoton wachsend, wenn
r<y— f(z) < f(y)

Beispiele
(i) Ida : (A, <) — (A, <) ist isoton,
(ii) Ida : (A, <) — (A, >) ist antiton.

Definition 2.24. Es sei (A, <) eine geordnete Menge. Dann heifit
(i) [a,b
(ii) (a,b) = {=x | x € A,a < x < b} offenes Intervall,
(iii) [a,b) = {z | 2 € A,a < x < b} halboffenes Intervall,
(iv) (a,b] ={z | z € A,a < x < b} halboffenes Intervall.

| ={z | z € A,a <z < b} abgeschlossenes Intervall,

a,

Beispiel: A = R.

Satz 2.25. Es sei (A, <) eine totalgeordnete Menge und f : (A, <) — (B, <)
ein surjektiver Ordnungshomomorphismus. Dann gilt

(i) f bildet (abgeschlossene) Intervalle von A auf (abgeschlossene) Inter-
valle von B ab.

(ii) Ist f streng monoton wachsend, so werden durch f offene Intervalle
von A auf offene Intervalle von B abgebildet.
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(iii) Die Endpunkte des Intervalles A werden durch f auf die Endpunkte
des Bildintervalles in B abgebildet.

Ubung: Man zeichne eine monotone Funktion R — R die ein offenes Intervall
auf ein nicht offenes abbildet.

Definition 2.26. Es sei (A, <) eine geordnete Menge und M C A. Dann heifit

(i) a € M Kkleinstes Element (Minimum) von M, wenn fir alle x € M gilt
a<uwx,

(ii) m € M minimales Element wvon M, wenn fir x € M gilt © < m
impliziert x = m.

Anmerkung: Das kleinste Element ist minimal (die Umkehrung gilt nicht!).
Das kleinste Element steht mit jedem anderen Element von M in einer Ord-
nungsbeziehung, nicht aber das minimale. Eine geordnete Menge kann mehrere
minimale Elemente besitzen, muss jedoch kein kleinstes besitzen.

Beispiele
(i) In (N, <) ist 0 das kleinste Element.
(ii)) In (N'\ {0,1}, <) (wobei a =< b heift a teilt b) gilt: Jede Primzahl ist

minimal.
(iii) Fir die Potenzmenge P(A) mit der Relation “ist Teilmenge” (P(A), C)
ist () kleinstes Element.

Satz 2.27. Es sei (A, <) eine geordnete Menge und M C A. Ist a kleinstes
Element von M, so ist a das einzige minimale Element von M. Das kleinste
Element ist eindeutig bestimmit.

Definition 2.28. Es sei (A, <) eine geordnete Menge und M C A, M # ().
Dann heifst

(i) a € M groBtes Element (Maximum) (Abb. von M, wenn fir alle
xeM gilt x <a,

(ii) m € M maximales Element (Abb. von M, wenn fir x € M gilt
m < x impliziert x = m.

Beispiele
(i) (N, <) besitzt kein maximales und kein grofites Element.

(ii) Fiir die Potenzmenge P(A) mit der Relation “ist Teilmenge” (P(A), C)
ist A grofites Element.
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or El max El

max El
max El
/‘ max El
max El
$ S e

Abbildung 2.12. Grofites Element und maximales Element

Satz 2.29. Ist M totalgeordnet, so ist jedes minimale (mazximale) Element auch
kleinstes (grifites) Element.

Definition 2.30. Es sei (A, <) eine geordnete Menge und M C A. Dann heifit

(i) a € A untere Schranke (Minorante) von M, wenn fir alle x € M gilt
a<lx,

(ii) b € A obere Schranke (Majorante) (Abb. von M, wenn fir alle
x € M gilt x <b.

(iii) Besitzt M eine untere (obere) Schranke, so heifst M nach unten (oben)
beschrankt. Eine nach oben und unten beschrinkte Menge heifit be-
schrankt.

Definition 2.31. Es sei (A, <) eine geordnete Menge und M C A, M # .
Dann heif$t

(i) @ € A untere Grenze (Infimum) von M, wenn a die gréfite untere
Schranke ist.

(ii) b € A obere Grenze (Supremum) (Abb. von M, wenn b die klein-
ste obere Schranke ist.

Anmerkung: M kann eine obere (untere) Schranke haben, muss aber keine
obere (untere) Grenze haben.

Besitzt M ein kleinstes (groBtes) Element, so ist dieses untere (obere) Grenze.
Die untere (obere) Grenze ist eindeutig bestimmt.
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obSch(M) obSch(M)

obSch(M obGr(M)

Abbildung 2.13. Obere Schranke und obere Grenze

Definition 2.32. (A, <) heifit wohlgeordnet, wenn jede nichtleere Teilmenge
von A ein kleinstes Element besitzt.

Jede wohlgeordnete Menge ist totalgeordnet.

Wohlordnungssatz: In jeder Menge A kann eine Ordnungsrelation so gefun-
den werden, dass (A, <) wohlgeordnet ist.

Anmerkung: Diese, die Grundlagen der Mathematik beriihrende Aussage ist gleichwer-
tig mit dem Auswahlaxiom und dem Zorn’schen Lemma.

Auswahlaxiom: Es sei M;,i € I eine Mengenfamilie mit M; # @, I # (. Dann gibt
es eine Abbildung f : I — M;,i € I, i — p; mit p; € M;. Die Funktion f heifit
Auswahlfunktion.

Zorn’sche Lemma: Eine geordnete Menge (A, <) in der jede totalgeordnete Teilmenge
M von A eine obere Schranke besitzt, besitzt ein maximales Element.

2.4.1. Vollstindige Induktion. Mit geordneten Mengen héngt das héufig
verwendete Beweisschema der wvollstindige Induktion zusammen. Man ordnet
jeder natiirlichen Zahl n eine Aussage A, zu.

Die Aussage A, sei wahr und fiir alle n > ng gelte 4, = A,4+1. Dann ist A,
wahr fir alle n > ng.

Ein Induktionsbeweis besteht daher aus drei Teilen
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(i) Nachweis der Richtigkeit der Aussage A, fiir ein ng (Induktionsvor-
aussetzung),

(ii) Annahme der Richtigkeit der Aussage A, fiir ein n (Induktionsannah-
me),

(iii) Beweis der Richtigkeit von A,,41 unter der Annahme (ii) (Induktions-

beweis).
Beispiel
Man zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt:
1
1+2+43+-+n= n(n;)
n(n+1)

Beweis: Die Aussage A, ist hier 37, j =

(1) Induktionsvoraussetzung: Fiir ng = 1 gilt: 231:1 j=1= w
(2) Induktionsannahme: Die Aussage A,, ist fiir n richtig: Z?Zl Jj= n(n;l).
(3) Induktionsbeweis fiir n + 1: Zu zeigen ist
B+ Dn+2)
Z J= 9
7j=1
wobei man (2) voraussetzt.
n+1
@ n(n+1) (n+1)(n+2)
Z Jj= Z Jj+n+1 5t (n+1) 5

a

Dieses Schema ldsst sich auf beliebige wohlgeordnete Mengen iibertragen (Prin-
zip der transfiniten Induktion).

2.5. Relationales Datenmodell

Relationen bilden auch die Grundlage des relationalen Datenmodells, das in modernen Datenbanken

verwendet wird.

Bisher haben wir nur Relationen zwischen zwei Mengen (die verschieden oder
gleich sein konnen) betrachtet. Man nennt diese Relationen auch binére Re-
lationen oder 2-stellige Relationen. Allgemeiner kann man auch Relationen
zwischen mehr als zwei Mengen betrachten. Sind das zum Beispiel n Mengen
Ay, ..., A,, so wird durch die Teilmenge R C A; X --- X A, eine n-stellige
Relation definiert. Die Elemente von n-stelligen Relationen sind n-Tupel.
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In Datenbanken stellt man solche Relationen in Form von Tabellen dar. Die
einzelnen n-Tupel der Relation sind dabei die Zeilen der Tabelle. Ein Beispiel:
Die Produkte eines Computerhindlers koénnen iibersichtlich in Tabellenform
aufgelistet werden. Die einzelnen Spalten der Tabelle gehdren dabei zu gewissen
Mengen (Attribute genannt) wie ,,Produkt®, , Preis“, usw.:

Produkte - Relation Rp
P.Nr. | Produkt | Preis | H.Nr.
1 iMac 990 1
2 PC 590 2
3 Server | 2150 2
4 Drucker 95 3

Die Zeilen (1,iMac,990,1),... der Tabelle sind Elemente der Produktmenge
N x CHAR(20) x N x N. (Hier bezeichnet CHAR(20) die Menge aller Zeichenketten
(Strings) mit maximal 20 Zeichen.) Damit stellt die Tabelle eine Relation Rp C
N x CHAR(20) x N x N dar. Die Mengen stehen hier also fiir den Datentyp.

Analog kann die Relation Ry = {(1, Apple, Cupertino), ...} C N x CHAR(20) x
CHAR(20), die néhere Informationen zu den Herstellern enthélt, folgendermassen
dargestellt werden:

Hersteller - Relation Ry
H.Nr. | Name Ort
1 Apple | Cupertino
2 IBM | New York
3 HP | Palo Alto

Die beiden Relationen Rp und Ry bilden eine kleine Datenbank. Damit haben
wir aber noch nichts gewonnen, denn in der Praxis mochte man die Daten ja
nicht nur speichern, sondern man mdochte auch Anfragen durchfithren, wie zum
Beispiel: ,, Welche Produkte werden von IBM hergestellt?*

Nun ist es natiirlich moglich, alle Abfragen, die man benétigt, einzeln zu im-
plementieren. Steigen aber die Anzahl der Daten und die Anzahl der benttig-
ten Abfragen, so wird das irgendwann zu mithsam. Deshalb versucht man alle
moglichen Abfragen auf einige wenige zu reduzieren, und alle anderen dann auf
diese zuriickzufithren. Das fiithrt direkt zur sogenannten relationalen Alge-
bra, die in den meisten Datenbanken als ,,Structured Query Language“ (SQL)
implementiert ist. Hier eine Auswahl der wichtigsten Operatione

® OBedingung (SELECT) wéhlt alle Zeilen aus, fiir die die Bedingung erfiillt
ist.

3Operationen ist hier im umgangssprachlichen Sinn verwendet
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Beispiel: Wihlen wir aus Ry alle Zeilen aus, deren Attribut ,, Name“

den Wert ,,IBM“ hat:
o Name=18M(Rg) = {(2,IBM, New York)},

bzw. in Tabellenform dargestellt:

® Tj, jo,.. (PROJECT) wihlt die Spalten ji, jo, ..
Beispiel: Projezieren wir Ry auf die Spalten mit den Attributen Name

und Ort:

TName,0rt(RE) = {(Apple, Cupertino), (IBM, New York), (HP, Palo Alto)},

OName=1BM (RH)

H.Nr.

Name

Ort

2

IBM

New York

bzw. in Tabellenform:

e Ri[j1,j2]R2 (JOIN) ,verkettet“ die Relationen R; und Ry beziiglich
der gemeinsamen Attributwerte von j; (von R;p) und jo (von Rj). Die
Zeilen der neuen Relation entstehen durch Aneinanderfiigung von je
einer Zeile der ersten und der zweiten Relation, deren Attributwerte

T Name,Ort (RH)

Name Ort
Apple | Cupertino
IBM | New York
HP | Palo Alto

von j; und jo iibereinstimmen.

Beispiel: Die Relationen Rp und Ry kdnnen beziiglich des gemeinsa-

men Attributs H.Nr. verkettet werden:
Rp[H.Nr.,H.Nr.|Ry

.aus.

P.Nr. | Produkt | Preis | H.Nr. | Name Ort
1 iMac 990 1 Apple | Cupertino
2 PC 590 2 IBM | New York
3 Server | 2150 2 IBM | New York
4 Drucker 95 3 HP | Palo Alto

Die Anfrage , Preisliste aller von IBM hergestellten Produkte“ kénnte damit

wie folgt formuliert werden:

T Produkt,Preis (UName:IBM (RP [H-NT-, HNT]RH))

Das sieht auf den ersten Blick zwar wild aus, ist aber nicht so schlimm! Sehen

wir es uns einfach Schritt fiir Schritt an:

Schritt 1: Verkettung Rp[H.Nr., HNr.|Rp:
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Ry = Rp|H.Nr.,H.Nr.|Ryg

P.Nr. | Produkt | Preis | H Nr. | Name Ort
1 iMac 990 1 Apple | Cupertino
2 PC 590 2 IBM | New York
3 Server | 2150 2 IBM | New York
4 Drucker 95 3 HP | Palo Alto

Schritt 2: Auswahl der Zeilen mit Name gleich ,,IBM*:

Ry = oName=18M (R1)
P.Nr. | Produkt | Preis | H.Nr. | Name Ort
2 PC 590 2 IBM | New York
3 Server | 2150 2 IBM | New York

Schritt 3: Projektion auf die Spalten Produkt und Preis:

R3 = 7'['Proalukt,Preis(‘R?)

Produkt Preis
PC 590
Server 2150

Das Ergebnis unserer Datenbankabfrage ist also in der Tat die gewiinschte Preis-
liste.

Zusammenfassung

(i) Folgende Begriffe sollten ihnen nun bekannt sein

Relation, Darstellungen von Relationen,

Definitionsbereich, Wertebereich,

reflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv,

zusammengesetzte Relationen, Aquivalenzrelation, Ordnungsrelation,
Abbildung (Funktion), Folge,

surjektiv, injektiv, bijektiv, Méachtigkeit,

grofites, kleinstes Element, maximale, minimale Elemente,

obere, untere Schranken, obere, untere Grenzen,

Induktionsbeweis,

relationale Datenbank.

(ii) Sie sollten die Eigenschaften einer Relation feststellen kénnen, Relationen
auf verschiedene Arten darstellen kénnen, Eigenschaften von Funktionen fest-
stellen konnen, einfache Induktionsbeweise konnen, die Struktur einer einfachen
Datenbank angeben kénnen.
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2.6. Ubung

(1) Essei A =1{1,2,3,4}, B ={x,y,z} und R = {(1,y), (1, 2), (3,9), (4, z),
(4,2)}. Dann ist (A, B, R) eine Relation.
(i) Warum?
(ii) Man bestimme den Definitionsbereich und den Wertebereich von
R.
(iii) Man stelle diese Relation als Pfeil-, Koordinaten- und Matrixdia-
gramm dar.

(iv) Bestimme R~! und zeichne das Koordinatendiagramm.

(2) Es sei A = B = {1,2,3,4,6,8} und a Rb, wenn alb (a teilt b). Man
bestimme R~'. Man beschreibe R~' in Worten und zeichne den ge-
richteten Graphen der Relation R~1.

(3) Es sei A = P(D) die Potenzmenge von D = {1,2,3} und auf A sei
aRb genau dann, wenn a C b gilt.
(i) Man stelle diese Relation als Koordinaten-, Matrixdiagramm dar.
(ii) Ist R reflexiv, symmetrisch oder transitiv?

(4) Man untersuche die Eigenschaften (reflexiv, symmetrisch, antisymme-
trisch, transitiv) der folgenden Relationen auf der Menge A = {1,2,3,4}.

(a) B ={(1,1),(1,2),(2,3),(1,3), (4,4)},

(b) Ry = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3), (4,4)},
(c) Ry ={(1,3),(2, 1)},

(d) Ry = {},

() Ry =Ax A

Man zeichne auch die gerichteten Graphen.

(5) Essei A =NxN und auf A sei eine Relation erklédrt durch (a, b)R(c,d)
genau dann, wenn a + d = ¢ + b. Man zeige, dass R reflexiv, symme-
trisch und transitiv ist, aber nicht antisymmetrisch. Wie schauen die
Aquivalenzklassen aus?

(6) Essei A =1{1,2,3}, B={a,b,c},C ={x,y,z}, R={(1,0),(2,a),(2,¢)}

und S = {(a,y), (b,x), (¢,y), (¢, 2)}.
Man bestimme R o S und die entsprechenden Pfeildiagramme.

(7) Essei A ={a,b,c}, R1 = {(a,a),(a,b), (b, c),(c,c)} und R2 = {(a,¢), (c,a)}.
Man bestimme die
(i) reflexive
(ii) symmetrische
(iii) transitive Hiille von R;, j =1,2.
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(8) Man betrachte die Menge der geordneten Paare (a,b) € Z x Z, b # 0,
und erklire eine Relation auf Z x Z durch (a,b)R(c,d) genau dann,
wenn a-d = c- b gilt. Man zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.
Wie schauen die Aquivalenzklassen aus?

(9) Gegeben ist die Funktion

3z
22+ 1

f:R—>R, T

Was ist der Wertebereich der Funktion f?
(10) Gegeben ist die Funktion

f R—=>R, z = x2.

Was ist das Urbild der Menge [4,9]?

(11) Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f, die daher im Punkt a
die Steigung f’(a) hat. Man zeige, dass die Gerade g die durch den
Punkt f(a) geht und die Funktion dort tangential beriihrt die Form

g(z) = f(a) + f'(a)(z — a) hat.
(12) (i) Gegeben sind die Pfeildiagramme (Abb. .

YL K

® (b) ©

Abbildung 2.14. Pfeildiagramme

Welche stellen Funktionen dar? Warum?
(ii) Gegeben sind die folgenden Diagramme (Abb. [2.15)).
Welche dieser Funktionen ist surjektiv, injektiv oder bijektiv?

(13) Gegeben sind folgende Mengen. Man finde eine passende Bijektion.
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A A

Abbildung 2.15. Diagramme

(a) A=1[0,1, B=[1,3],
(b) A=(0,1), B=R",
() A=R+, B=R,
(d) A=(0,1), B=R,
() A=Z,  B=1".

(14) Gegeben sind die Funktionen
(i) f:R=>R, z—z+2, g:R—R, mwm,
i) f:R—=R, z—1?% g:R—R, z+sinx.

Berechne go f und fog.

(iii) Gegeben sei go f = DL

(iv) und gof= e
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(16)

(17)

(18)

(19)

Berechne g und f.

Folgen werden sehr oft anstatt in expliziter Form in rekursiver Form
definiert.
(i) Arithmetische Folge: Gegeben ist ein Anfangswert ag und fiir

an+1 gilt
n+1 = Ay + d, deR. (2.13)
Aufgabe: Berechne a,, explizit und die Summe ag + a1 + - - - + ay.

(ii) Geometrische Folge: Gegeben ist ein Anfangswert ag und fiir
ant1 gilt
Upt1 = q G, qg €R. (2.14)
Aufgabe: Berechne a,, explizit und die Summe ag + a1 + - - - + ay.

(iii) Fibonacci-Folge: Gegeben sind die Anfangswerte ap = 0 und
a1 = 1 und fiir a,49 gilt

pt2 = Qpi1 + Qp. (2.15)
Siehe Beispiel

Man betrachte die Menge M der echten Teilmengen von A = {1, 2, 3},
wobei die Ordnung durch Inklusion (ist Teilmenge) gegeben ist. Was
sind die maximalen und minimalen Elemente von M?

Es sei M ={2,3,4,5,6,7,8}, wobei die Ordnung durch a < b durch a
teilt b gegeben ist. Was sind die maximalen und minimalen Elemente?
Man zeichne das Hasse-Diagramm folgender geordneter Mengen

(i) (P(A),C) wobei A = {2,4,7}.

(i) M = {2,3,5,6,7,11,12, 35,385}, wobei aRb durch a teilt b gegeben

1st.

Eine Ordnung ist durch folgendes Hasse-Diagramm (Abb. [2.16]) gege-
ben.

Abbildung 2.16. Hasse-Diagramm
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Man gebe die Elemente der Relation an.

(20) Gegeben sei die Menge U = {1,2,3,4,5,6,7,8} und die Ordnung auf
U durch folgendes Hasse-Diagramm (Abb. [2.17) gegeben.

Abbildung 2.17. Hasse-Diagramm

Es seien die Mengen V = {4,5,6} C U und W = {4,5,6} C U.
Gesucht sind obere und untere Schranken von V' und W, sowie Infimum
und Supremum.

(21) Eine Ordnungsrelation auf der Menge A = {0, 1,2} x {2,5,8} sei ge-
geben durch (a,b)R(c,d) genau dann, wenn (a + b) teilt (¢ + d).
(i) Man zeichne das Hasse-Diagramm.
(ii) Was sind die maximalen und minimalen Elemente? Existiert ein
grofites und/oder kleinstes Element?

(22) Man betrachte die geordnete Menge (Q, <) und die Teilmenge B =
{z € Q| 22 < 2}. Hat die Menge B ein maximales Element, ein
grofites Element, eine obere Schranke, ein Supremum?

(23) Man beweise durch vollstdndige Induktion.
(n +1)(n+2)

2 Y
2L 422 4 42" =22"-1), n>1,

1+3+5+...—|—(2n—1):n2, n>1,
1 1 1 n
t2testsat -t nry e M2
n(n+1)2n+1)
G :

)
)
) 1-242-34+3 4+, +n(n+1):%n(n+1)(n+2), n>1,
)
)

f) 12422432 +... +n®=
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2 12
g) 13+23+33+...+n3:n("4+), n>1,
1 1 1

) 117 4122771 st durch 133 teilbar, n>1,

) n® 4 5n ist durch 6 teilbar, n>1,
k) 2" > n? n >4,

) (cosp +isinp)™ = (cos(ny) + isin(ny), n> 1.
(24) (*) Die rekursive Folge a,, sei definiert durch
ag=0,a1 =1, ap=an_1+apn_2, n>2

Die ersten Glieder der Folge lauten daher 0,1,1,2,3,5,8,13,...
Man beweise mit vollstdndiger Induktion, dass gilt (Binetsche Formel)

B ((5-(55) ew

(25) Gegeben sind folgende Relationen R4 und Rg:
Artikel-Relation R4

Artikelnr. | Bezeichnung | K.Nr. | Menge
1 Heizdecke 2 25
2 Luftmatratze 2 12
3 Biigelbrett 1 47

Kunden-Relation Ry

K.Nr. Name Ort
1 A&Co Wien
2 B Inc. | Dornbirn
3 C GmbH Wien

Finden Sie:

a) T Bezeichnung,Menge (RA) b) UOrt:Wien(RK) C) Ry [K.N?“., KNT]RK

(26) Formulieren Sie folgende Datenbankabfragen fiir die Produkte-Relation
Rp und die Hersteller-Relation Ry:
a) ,,Preisliste aller Produkte, die weniger als 1000, — Euro kosten.*
b) ,,Name und Ort des Herstellers von iMacs.*



Kapitel 3

Algebraische
Strukturen

3.1. Algebraische Verkniipfungen

Definition 3.1. Gegeben seien die Mengen A, Q). Eine Abbildungo : AXA — A
heifst innere algebraische Verkniipfung (bindre).

Eine Abbildung + : Q x A — A heifsit duflere algebraische Verkniipfung und €
der Operatorenbereich.

Eine Menge A versehen mit inneren und/oder dufleren Verkniipfungen trdgt
eine algebraische Struktur.

Beispiele:

(i) A =N und o := +, d. h. Die Addition auf N ist eine innere algebraische
Verkniipfung auf N, die je zwei natiirlichen Zahlen wieder eine natiirliche Zahl,
namlich ihre Summe zuordnet.

(ii) A = {e, a, b, ¢} und die Verkniipfung ist durch folgende Tabelle (Verkniipfungs-
tafel) gegeben

‘e a b c
ela a b c
ala e e b, z. B.aob=eund boa =c.
b|b ¢ e a
clc b a e
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“w»

(iii) Menge der reellwertigen 2 x 2-Matrizen mit der dufleren Verkniipfung

a b . a b Aa b
DI T PR

(iv) Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor ist eine dufere algebraische
Verkniipfung, wobei 2 = R und A die Menge der Vektoren ist.

Abbildungen zwischen zwei Mengen mit algebraischen Strukturen, die diese
ungedndert lassen, heilen Homomorphismen, d. h. es sei f : (4,01) — (B, 02),
dann gilt f(a oy b) = f(a)og f(b).

Beispiel: f: (R",:) — (R, +), wobei x — logz ist ein Homomorphismus.

Sind die Abbildungen bijektiv, dann spricht man von Isomorphismen, bezie-

hungsweise von Automorphismen, wenn die zugrundeliegende Menge beidemale
dieselbe ist.

Definition 3.2. FEs sei o eine innere Verkniipfung auf der Menge A. Dann
heifst

(i) o assoziativ, wenn fir alle a,b,c € A gilt: ao (boc) = (aob)oc.

(ii) o kommutativ, wenn fir alle a,b € A gilt: aob=boa.

1 1

)
)

(iii) e € A neutrales Element, wenn fiir alle a € A gilt: eoca =aoe = a.
) ca=aoa " =e.

(iv) a=! € A zu a inverses Element, wenn gilt: a~

Anmerkung: Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.

Ist (A,0) assoziativ, so ist auch das inverse Element a~! zu a eindeutig be-
stimmt.

Beispiele: Man betrachte Z mit der inneren Verkniipfung der Addition und der
Subtraktion, bzw. Q mit der inneren Verkniipfung der Multiplikation und der
Division und untersuche welche dieser Eigenschaften erfiillt ist.

Definition 3.3. Es sei o eine innere Verkniipfung auf einer Menge G und
H C G. Dann heifit (H, o) abgeschlossen, wenn fiir alle a,b € H gilt aob € H.

Beispiel: Man betrachte G = (Z,+). Dann ist H; = (G, +) abgeschlossen aber
Hy = (U, +) ist nicht abgeschlossen.

Definition 3.4. FEs sei o eine innere Verkniipfung auf einer Menge G. Dann
heifit (G, o) Gruppe, wenn

(i) o ist assoziativ,

(ii) (G, o) besitzt ein neutrales Element,
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(iii) fiir alle a € G existiert ein inverses Element, das mit a=! bezeichnet
wird.

Eine Gruppe (G, o) heiit abelsch (nach Niels Hendrik Abel, norwegischer Ma-
thematiker) oder kommutativ, wenn zusitzlich gilt: o ist kommutativ, d. h. fir
alle a,be G gilt aob=boa.

Anmerkung;:

(1) Gilt nur (i) so spricht man von einer Halbgruppe. Eine Halbgruppe mit
neutralem Element nennt man Monoid.

(2) Die Bedingungen (ii) und (iii) sind dquivalent mit der Losbarkeit der beiden
Gleichungen

aox=>bund yoa="b.

Ist (G, o) kommutativ, dann ist sogar = = y.

(3) Bs gilt (a™1)™' = a und (arag---a,)"t =a;"---a;ta;

Beispiele:
(i) (N, +4), (N,-) sind Halbgruppen aber keine Gruppen.

(ii) Ein Symbol ist eine abstrakte Einheit, wie zum Beispiel ein lateinischer oder
griechischer (etc.) Buchstabe. Eine endliche nichtleere Menge > von Symbolen
nennt man ein Alphabet. Beispiele fiir Alphabete sind

¥ ={a,p,7,7},

Y ={a,b,c,...,x,y,2},

Y={x,+—,&,%,¢,Q,%}.

Sei ¥ nun ein Alphabet, so nennt man jede endliche Folge (n-tupel) von Sym-
bolen ein Wort (string) iiber X. Das leere Wort ¢ ist das Wort, das kein Symbol
enthélt. Die Lénge eines Wortes ist durch die Anzahl der Elemente gegeben.
Beispiele fiir Worter, wenn 3 = {a, b, ¢, d} ist, sind abbc, daccb und abdcad. Man
schreibt hier die n-tupel ohne Klammern und Beistriche.

Ist ¥ ein Alphabet, so bezeichnet man mit 3* die Menge aller Worter. Auf der
Menge ¥* ist das Produkt (concatenation) definiert durch z oy = zy, d. h.,
ist « ein n-tupel und y ein m-tupel, so ist x o y das (n + m)-tupel, das durch
Aneinanderreihung gebildet wird. x heisst Préfix eines Wortes w, wenn ein y
existiert, sodass w = xy und y heisst Suffix eines Wortes u, wenn ein x existiert,
sodass u = zy. (X*, o) heisst die freie Halbgruppe die von ¥ erzeugt wird.

(i) (Z,+),
(iv) (Q\ {0},-),

(v) Endliche Gruppen mit folgenden Verkniipfungstafeln (Strukturtafeln)




72 3. Algebraische Strukturen

e a

e a,

a
‘eabc ‘eabc ‘eabc ‘eabc
ele a b c ele a b c ele a b c ele a b c
ala e ¢ b, ala e ¢ b, ala b c e, ala ¢ e b
blb ¢ e a blb ¢ a e blb ¢ e a blb e ¢ a
clc b a e clc b e a clc e a b clc b a e

P1 P2 P3 P4 P5 Pé6
P1|P1 P2 P3 P4 P5 D6
b2 | P2 P3 P1 P5 DPe6 D4
b3 |P3 P1 P2 P66 P4 D5
Pa|Ps P6 P5 P1 P3 P2
b5 |Ps P4+ P6 P2 P1 D3
bPe |P6 P5 P4 P3 P2 P1 -

Anmerkung: Das Assoziativgesetz ist erfiillt, wenn die Strukturtafel die Recht-
eckseigenschaft (siehe Korner [67] Seite 54) besitzt.

(iv) Restklassen: Man betrachte die Menge Z mit der Relation
aRb genau dann, wenn m teilt a — b,
wobei m eine feste Zahl aus N\ {0} sei; d. h. (a —b) =km, k€ Z.

Da dies eine Aquivalenzrelation ist, erhilt man eine Klasseneinteilung von Z.
Man nennt in diesem Fall die Aquivalenzklassen auch Restklassen und schreibt

a=b (modm) (3.2)
und spricht: a ist kongruent b modulo m. Als Vertreter fiir die Restklassen
nimmt man iiblicherweise die Reste  mit 0 < r < m also {0,1,2,...,m — 1}.

Beispiel: m = 3. Die moglichen Restklassen (Reste) bei der Division durch 3
sind [0], [1], [2] und es gilt
4=1 (mod 3), 6=0 (mod 3),
=2 (mod 3), =—-1 (mod 3).
Man kann nun fiir die Restklassen, d. h. auf der Menge Z,, = {[0],..., [m — 1]}
eine Addition und eine Multiplikation erkldren

[a] @, [b] := [a + b],
[a] @, [b] == [a - b].

Es zeigt sich, dass die Restklassen beziiglich der Addition eine kommutative
Gruppe bilden. Beziiglich der Multiplikation erhélt man aber nur dann eine
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(kommutative) Gruppe, wenn m eine Primzahl ist und wenn man zusétzlich
das neutrale Element der Addition herausnimmt. Es gilt zum Beispiel 2-3 =0
(mod 6), woran man erkennt, dass man keine Gruppe beziiglich der Restklas-
senmultiplikation hat. Man kann daher nicht , kiirzen*!

Ubung: Man untersuche (Q \ {0},:) auf Erfiillung der Gruppenaxiome.

Definition 3.5. Es seien +, - zwei innere Verkniipfungen auf einer Menge R.
Dann heifit (R,+,-) Ring, wenn gilt

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
(ii) (R,-) ist assoziativ
(iii) und es gelten die Distributivgesetze
(a+b)-c=a-c+b-c,
a-(b+c)=a-b+a-c (3.3)

Fin Ring heifit kommutativ, wenn “” kommutativ ist.

Beispiele: (Z,+, ), (Zm, Dm, Om)-

Definition 3.6. Es seien +, - zwei innere Verkniipfungen auf einer Menge K.
Dann heifit (K, +,-) Korper, wenn gilt
(i) (K,+,-) ist ein kommutativer Ring.

(ii) Ist O das neutrale Element beziiglich +, so wird gefordert, dass (K \
{0}, ) eine (abelsche) Gruppe ist.

Anmerkungen:

(i) Das neutrale Element beziiglich + wird iiblicherweise mit 0 und das
neutrale Element beziiglich - wird mit 1 bezeichnet.

(ii) Das inverse Element a~! von a beziiglich + wird (—a) geschrieben und
fiir a + (—b) schreibt man kurz a — b. Das inverse Element a~! von a
a

beziiglich - wird é geschrieben und fiir a - b~! schreibt man kurz 7

(iii) Korper sind im Gegensatz zu Ringen nullteilerfrei, d. h. ist a - b = 0,
so ist a = 0 oder b = 0.

Beispiele: (R, +,:), (Q,+,), (C,+,-) und (Z,, ®p, ®,) wobei p prim ist.

Definition 3.7. Es sei (K,+,-) ein Korper und (K, <) eine totalgeordnete
Menge. Dann heifit (K,+,-) geordneter Korper, wenn die Ordnung mit den
Korperaxiomen vertrdglich ist, d. h. wenn fir alle a,b,c € K gilt
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(i)a<b—a+c<b+ec,
(i) 0<aund0<b—0<a-b.

a heiit positiv, wenn a grofer 0 ist (wobei 0 das neutrale Element beziiglich der
Addition + ist). a heifit negativ, wenn (—a) positiv ist.

Definition 3.8. FEs sei K ein geordneter Kéorper. Dann ist die Funktion Abso-
lutbetrag | | : K — K definiert durch

a, wenna >0,
la] = 0, wenna=0, (3.4)

—a, wenn a < 0.

Definition 3.9. FEs sei K ein geordneter Korper. Dann ist die Funktion Signum
sgn : K — K definiert durch

1, wenna >0,
sgn(a) =<9 0, wenna=0, (3.5)

—1, wenn a < 0.

Definition 3.10. Der Koérper heifit archimedisch geordnet, wenn zusdtzlich
gilt: fir alle a > 0 existiert ein n € N, sodass na=(a+a+...+a) > 1.

n—mal

Von zentraler Bedeutung fiir die Mathematik ist der Begriff eines Vektorraumes.

Definition 3.11. Es sei V' eine Menge und K ein Korper. (V, K) heif$t Vek-
torraum uber den Korper K, wenn gilt:

(i) (K, +,-) ist ein Korper. Die Elemente o € K heiffen Skalare.
(ii) (V, @) ist eine abelsche Gruppe. Die Elemente v € V' heiffen Vektoren.

(iii) Zwischen Skalaren und Vektoren ist eine dufSere Verkniipfung * : K X
V =V, (a,v) = axv erklirt mit folgenden FEigenschaften:
(a) Fiir alle o € K und alle u,v € V gilt

ax(udv)=(axu)® (axv). (3.6)
(b) Fiir alle o, 5 € K und alle v eV gilt
(a+PB)*xv=(axv)®(B*v). (3.7)
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(¢c) Fir alle o, 8 € K und allev €V gilt
(a-B)*v=ax(Bx*v). (3.8)

(d) Ist 1 das neutrale Element beziiglich der Multiplikation in K, so
gelte fir allev e V:1xv=w.

(a) und (b) heiflen Distributivgesetze.

Notation: Ublicherweise macht man keine Unterscheidung zwischen + und @, -
und *, da aus dem Zusammenhang klar ist, was gemeint ist. Man unterscheide
jedoch zwischen dem neutralen Element 0 (Null) der Addition in K und dem
Nullvektor O (z. B. ,groBles O“). Der Nullvektor ist das neutrale Element in
(V,®).

Anmerkungen:
(i) Esgilt firalleve V: 0xv=0.
(ii) Esgilt furalleae K: ax0 =0.

(iii) Es sei (—1) das beziiglich + inverse Element in K zu 1 (wobei 1 das
neutrale Element beziiglich - in K ist) und (—v) das zu v inverse Ele-
ment in (V,®). Dann gilt fiir allev e V: (1) xv = —v.

Es gelten weiters folgende Beziehungen:

(iv) —(a*v) = ax*x(—v),

(V) u=v < u—v=0, (u— v ist die Abkiirzung von u & (—v)),
ax(u—v)=axu—ax*xv, (a—p)xv=a*xv—Lx*uv,

(vi
i)axv=0unda#0—-v=0, axv=0undv#0 —a=0,

)
)
(vii)
(vili) axu=a*xvund a #0 s u=v, axv=pFxvundv#0 — a=L.
Beispiele: (1) Die Menge R" (oder C™) der n-tupel (z1,x2,...z,) von reellen
(oder komplexen) Zahlen {iber den Kérper der reellen oder komplexen Zahlen.
Die Addition zweier n-tupel werde durch

(@1, 22, @) + (Y192, - - Yn) = (@1 + y1, 22+ Y2, .- Tn + Yn)
erkldart. Die Multiplikation mit A € R (A € C) ist definiert durch

A (z1, 22, ) = (Az1, Axa, .. Axy).

Mit diesen Verkniipfungen bildet (R™,R) bzw. (C",C) einen Vektorraum.

(2) Eine Abbildung von einer Menge X — R nennt man reellwertige Funktion
auf X. Es sei nun M die Menge der reellwertigen Funktionen auf dem Intervall
[1,1],d. h. M = {f ! f:]-1,1] — R}. Sind f,g € M so definiert man die
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Funktionen f+ g und Af durch (f+g)(z) = f(z) +g(z) und (A f)(z) = X- f(z)
fiir alle z € [—1, 1], und dann sind f + ¢g und Af wieder Elemente von M.

Mit diesen Verkniipfungen bildet (M, R) einen Vektorraum.
(3) Es sei K ein Korper. Einen Ausdruck der Form

P(z) = apz™ + ap—12" ' + - + a1z + ao, a; €K (3.9)
nennt man Polynom vom Grade n in einer Unbestimmten z.

Man kann ein Polynom nicht nur algebraisch auffassen, sondern auch als eine
Funktion wobei R — R, 2~ p(z) und man z. B. den Kérper R gewihlt hat.

Sind p1, p2 zwei Polynome vom Grad n so definiert man das Polynom p; + pa
und A p durch (p1+p2)(x) = p1(z)+p2(x) und (Ap)(z) = X-p(z) fir alle z € R.
Dann sind p; + p2 und Ap wieder Polynome vom Grad n.

Man zeigt leicht, dass die Polynome vom Grade < n mit diesen Verkniipfungen
einen Vektoraum bilden.

(4) In der Codierungstheorie und in der Kryptographie sind die Vektorrdume
Zyy und insbesondere Zj wichtig. In 73 gilt zum Beispiel fiir a = (1,0) und
b=(1,1):a+b=(1+1,0+1)=(0,1) oder a+a=(14+1,04+0)=(0,0)=0
also a = —a. Die Vektoraddition entspricht der bitweisen Xor-Verkniipfung.

3.2. Verbinde und Boolesche Algebren

Definition 3.12. Gegeben sei eine Menge M mit zwei inneren Verkniipfungen
M und L. (M,1,U) heifft Verband, wenn folgende Gesetze erfiillt sind.

Fiir alle a,b,c € M gilt

allb=>bMa,

alb=blla, Kommutativitdt,
(amb)Ne=an(bMe),
(aUb)Uc=aU(bUc), Assoziativitdt,
all(amb) =a,
al(alUb) = a, Absorption.

Anmerkung: Fiir jedes a € M gilt alla =a und aMa = a.

Definition 3.13. Gelten in einem Verband die Distributivgesetze
afl(bUc)=(aMb)U (aMc),
al(dbMNe)=(alUb)N(alc) (3.10)

dann liegt ein distributiver Verband wvor.
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Satz 3.14. Dualitétsprinzip: Zu jedem verbandstheoretischen Satz gibt es auch
einen dualen Satz. D. h. wenn man LI und M vertauscht, muss der Satz weiterhin
giiltig bleiben.

Jeder Verband bewirkt eine Ordnungsstruktur.

Satz 3.15. Es sei (M,MN,U) ein Verband. Fir a,b € M setzt man a < b, genau
dann wenn alJb = b ist. Dann gilt

(i) < ist eine Ordnung auf M.
(ii) Fir a,b e M gilt a < b, genau dann wenn a b= a ist.

(iii) Fir alle a,b € M gilt a < allb und b < alUb, und fiir jedes ¢ € M mit
a<cundb<cgiltaldb<ec.

(iv) Fir alle a,b € M gilt aMb < a und aMb < b, und fir jedes d € M
mitd<aundd<bgiltd<allb.

Umgekehrt gilt

Satz 3.16. Es sei (M, <) eine geordnete Menge mit folgenden zusdtzlichen
FEigenschaften

(1) Zu allen a,b € M gibt es ein Element ¢ in M mit a < ¢ und b < & und
fiir alle c € M mit a < c und b < ¢ gilt ¢ < ¢ (Supremum). Man setzt
alb:=¢

(i) Zu allen a,b € M gibt es ein Element d in M mit d < a und d < b

und fir alled € M mitd < a und d < b gilt d < d (Infimum). Man
setzt alb:=d

Durch die so definierten Verkniipfungen M : (a,b) — aMb und U : (a,b) — allb
wird (M,M,U) zu einem Verband.

D. h.: zu je zwei Elementen gibt es ein Supremum und ein Infimum.

Dieser Zusammenhang mit der Ordnungstheorie bietet die Moglichkeit
endliche Verbénde mittels Hasse-Diagrammen zu veranschaulichen. (Obiger Satz
wird daher auch zur Definition von Verbéinden benutzt.) Dies erklirt iibrigens
die Bezeichnung Verband, da je zwei Elemente sowohl nach oben als auch nach
unten verbunden sind.

Beispiele:

(1) Teilmengenverband (Abb. [.1)): Gegeben sei die Menge A = {a,b,c}. Dann
ist M = P(A) mit der Ordnung die durch die Inklusion gegeben ist ein distri-
butiver Verband. (Zwei beliebige Elemente haben ein Infimum und ein Supre-
mum.)
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{a,b,c}

a,b} {b,c}

Abbildung 3.1. Teilmengenverband

(2) Die Teiler der Zahl 12 (Abb. [3.2)): M (inf) entspricht dem grofitem gemein-
samen Teiler (ggT) und L (sup) dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen (kgV).

4/12\6
]
\/

Abbildung 3.2. Teiler der Zahl 12

(3) Es sei M eine Menge. Dann ist (P(M),N,U) ein distributiver Verband.
(4) Alle Verbénde mit 5 Elementen (Abb. [3.3).

5) Beispiel fiir einen nichtdistributiven Verband (Abb. [3.4).

M

afN(Uc)=aNl=a, (aNb)U(aMc)=bL0=h.
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é@i(}r

Abbildung 3.3. Alle Verbénde mit 5 Elementen

0

Abbildung 3.4. Nichtdistributiver Verband

Definition 3.17. FEin Verband heifit beschrankt, wenn er immer ein kleinstes
und ein groftes Element besitzt. Das kleinste Element bezeichnet man mit n
oder 0, das grofite e oder 1.

Die Menge (Z, <) bildet einen unbeschrénkten Verband.

Definition 3.18. Fin Verband M heifst komplementér, wenn es zu jedem a €
M eina € M gibt mit

ol
|

arll 0,
a L 1

ol
|
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In distributiven Verbdnden sind komplementire Elemente eindeutig bestimmt.

Definition 3.19. FEin komplementdrer distributiver Verband heifst Boolsche Al-
gebra.

Definition 3.20. Es seien (A,N,U) und (B,MN,U) zwei Verbinde. A ist iso-
morph zu B, wenn eine bijektive Abbildung ¢ existiert mit

p(aUb) =p(a)Up(b),

planb) = ola)Me(b). (3.11)

Satz 3.21. (Stone) Jede Boolsche Algebra ist isomorph zu einem Teilmengen-
verband.

Zusammengefasst kann man eine Boolsche Algebra wie folgt definieren (U ent-
spricht @ und M entspricht ®)

Definition 3.22. FEine Boolsche Algebra besteht aus einer Menge B mit drei
Operationen auf dieser Menge

(a) Einer inneren Verkniipfung @ : B x B — B, (a,b) — a ® b,
(b) einer inneren Verkniipfung ® : B x B — B, (a,b) — a®b
(¢) und einer Abbildung™: B — B, a+— a

wobei folgende Axiome gelten
(B1) Die Verkniipfungen ®,® sind assoziativ
(a®b)Pc=ad® (bDc),
(e®b)@c=a® (b®c).
(B2) Die Verkniipfungen ®,® sind kommutativ
a®db=>ba,
a®b=>b® a.

(B3) Beide Verknipfungen ®,® sind distributiv
a®(b®c)=(adb) ® (adc),
a®(b®c)=(a®b) B (a®c).

(B4) Es existieren zwei Elemente 0,1 wobei 0 # 1 fir die gilt

bd0=> firallebe B
b®1=>b firallebe B.
(B5) Fiir alle b € B gilt
bOb=1undb®b=0. (3.12)
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Anmerkung: b ist nicht das inverse Element von b.
Beispiele
(1) Die einfachste Boolsche Algebra besteht aus der Menge B = {0,1} mit

den beiden Operation @, ® und der Komplementoperation™, die wie folgt auf B
definiert sind

a0 1 ®[0 1 b|ob
00 1 0/0 0 01
111 1 110 1 110

(2) Es sei S eine nicht leere Menge. Auf der Potenzmenge P(S) betrachte man
die Operationen A® B = AUB, A B = ANBund A = S\ A, wobei
A, B € P(S). Dann bildet (P(S),U,N,”,#,S) eine Boolsche Algebra.

(3) Man betrachte die Menge aller Aussagen B, die abgeschlossen unter den
Operationen V, A,” sind, wobei Gleichheit im Sinne der logischen Aquivalenz
verstanden sei. t bezeichne die Tautologien und f die Kontradiktionen. Dann
bildet (B, V,A,”, f,t) eine Boolsche Algebra.

Zusammenfassung

(i) Folgende Begriffe sollten ihnen nun bekannt sein

innere, duflere algebraische Verkniipfung,

neutrales, inverses Element, assoziativ, kommutativ, distributiv
Gruppe, Ring, Korper, Vektoraum,

Verband, Boolsche Algebra.

(ii) Sie sollten die Eigenschaften von Verkniipfungen feststellen konnen, z.B.
mithilfe von Verkniipfungstafeln.
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3.3. Ubung
(1) Man betrachte ein nichtquadratisches Rechteck (Abb. mit den

Ecken A, B,C, D und den Achsen L1, Lo wie in folgendem Diagramm
gezeigt:

L,
Abbildung 3.5. Viereck

Das Rechteckt besitzt vier Symmetrie-Operationen:

ro: Drehunéﬂ um 0° um den Mittelpunkt

r1: Drehung um 180° um den Mittelpunkt

my1: Spiegelung um die Achse Ly

meo: Spiegelung um die Achse Lo

Man stelle die Verkniipfungstafel fiir die Zusammensetzung dieser Trans-
formationen (z.B. r; o mg) auf und zeige, dass sie eine Gruppe bilden.
Anmerkungen: (i) Das Assoziativgesetz folgt aus dem Assoziativge-
setz fiir Abbildungen, wenn man diese Transformationen als Abbildun-
gen von R? nach R? auffasst.

(ii) Die Spiegelachsen L1, Ly bleiben immer fix.

Man stelle die Verkniipfungstafel fiir die Restklassen (Zg, ®g), (Z4 \
{[0]}, ®4), (Zs5 \ {[0]}, ®5) und weiters der teilfremderﬂ Reste von 10
beziiglich der Multiplikation ®1¢ auf.

Man zeige, dass alle Elemente der folgenden Gruppe als Potenzen eines
Elements geschrieben werden kénnen.

Anmerkung: Gruppen deren Elemente als Potenz eines einziges Ele-
mentes gegeben sind heissen zyklische Gruppen.

1n der Mathematik ist der positive Drehwinkel gegen den Uhrzeigersinn definiert
2Zgiche Definition
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o T o o
oo oo
o o0 |
o ®» o oo
®» o ot olo

b

(4) Man betrachte ein gleichseitiges Dreieck (Abb. und alle Symmetrie-
Operationen die dieses auf sich selbst abbilden.

C

L
Abbildung 3.6. Dreieck

Diese sind:

ro Rotation gegen den Uhrzeigersinn um 0°
r1 Rotation gegen den Uhrzeigersinn um 120°
ro Rotation gegen den Uhrzeigersinn um 240°
my Spiegelung um die Seitensymmetrale L
mg Spiegelung um die Seitensymmetrale Lo
mga Spiegelung um die Seitensymmetrale L3

Man betrachte nun die Menge D3 = {rg,r1,72,m1, ma, ms} dieser
Operationen mit der Verkniipfung o die durch Hintereinanderausfithrung
zweier solcher Operationen definiert ist. Man stelle die Verkniipfungs-
tafel auf und zeige dass (D3, 0) eine nichtkommutative Gruppe bildet.
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(5) Auf der Menge C' = {(a,b) | a,b € R} \ {(0,0)} sei folgende Ver-
kniipfung o definiert

(a,b) o (c,d) = (ac — bd, ad + bc).
Zeige, dass (C, o) eine abelsche Gruppe bildet.

(6) Unter Benutzung der Axiome B1-B5 beweise man, dass in einer Bool-
schen Algebra fiir alle b € B gilt (Idempotenzgesetze):

bdb=b und bRb=0.

(7) Unter Benutzung der Axiome B1-B5 und Beispiel 6 beweise man, dass
in einer Boolschen Algebra fiir alle b € B gilt:

bol=1.

(8) Unter Benutzung der Axiome B1-B5 beweise man, dass in einer Bool-
schen Algebra fiir alle by, by € B die De Morgan Gesetze gelten:

(bl D bg) = 61 X 62 und (bl X bg) = 61 ) 62.
Hinweis: Zeige (b1 D bQ) D (l_)l X 52) =1



Kaprtel 4

Z.ahlen

4.1. Die natiirlichen Zahlen

Der Zahlenbegriff der natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,...} entwicklete sich hi-
storisch aus dem Bediirfnis des Abzihlens von Mengen (Kardinalzahlen) und
dem Sortieren (Ordnen) von Mengen (Ordinalzahlen).

Im Prinzip haben wir bis jetzt bis auf die leere Menge keine Menge richtig
definiert und wollen nun die natiirlichen Zahlen axiomatisch einzufithren. Dazu
wéhlt man einen rekursiven Zugang.

Definition 4.1. (Peano-Aziome)
(1) Null (Symbol 0) ist eine natiirliche Zahl.

(ii) Jede natiirliche Zahl n besitzt genau eine natirliche Zahl n' als Nach-
folger.
(iii) Null ist nicht Nachfolger einer natirlichen Zahl.

(iv) Jede natiirliche Zahl ist Nachfolger hichstens einer natirlichen Zahl.

(v) Enthdlt eine Teilmenge M von N die Zahl 0 und mit jeder natiirlichen
Zahl auch deren Nachfolger so ist M = N.

Mittels der Nachfolgerregel lassen sich aus dem Grundbegriff 0 alle {ibrigen
natiirlichen Zahlen explizit definieren, z.B. 1:=0/,2:=1/,..., etc.

Eine Menge, die diese Axiome erfiillt, ist die Folgende. Die Idee ist dabei eine
Menge zu nehmen, die genauso viele Elemente enthélt wie die Zahl die sie
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darstellt, d.h. man definiert
0:={}=0,
1:= {0} = {0}, beachte {0} # 0,
2:= {Ov 1} = {®7 {(b}}?

n:={0,1,...,n—1}, (4.1)

Die Addition von natiirlichen Zahlen wird durch n + 0 := n und n + m’ =
(n 4+ m)’ definiert.

Die Multiplikation von natiirlichen Zahlen wird durch n-0:=0 und n-m’ :=
n - m + n definiert.

Damit kann man nun z.B. beweisen, dass 2 + 2 = 4 oder 2 x 2 = 4.
Die Ordnungsstruktur fiir die natiirlichen Zahlen wird definiert durch

m < n < es existiert ein k € N, sodass m + k = n gilt,

m<n<m<nund m#n.

Definition 4.2. Fine Abbildung a : N — A, n+— a, (= a(n)) heifst Folge (in
A). ay, heifit das n-te Glied der Folge.

Die Abbildung einer Teilmenge von N in A definiert eine Teilfolge.

Definition 4.3. Es sei “4+” eine assoziative Verkniipfung in der Menge A.
Durch
n+1 n

0
Zal,:ao, Za,,:Za,,+an+1, neN (4.2)
v=0 v=0 v=0

wird die Summenfolge {>"7_a,} definiert. v heifit Summationsindex.

Der Summationsindex darf beliebig umbenannt werden

k+n

n
§ ay = § Ay+k
v=1

v=k+1
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und es gilt das allgemeine Assoziativgesetz

m m+n m+n
Za,, + Z a, = Z ay, (4.3)
v=1 v=m-+1 v=1

(Beweis durch Induktion).

Definition 4.4. FEine bijektive Abbildung von {0,1,2,...,n} auf sich nennt
man Permutation.

Beispiel:

(()1234

1 4 92 0 3>, oder in Zyklenschreibweise (0, 1,4,3) (2). (4.4)

Die Permutationen bilden beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe.
Ist die Verkniipfung “+” in der Menge A kommutativ, so gilt das allgemeine
Kommutativgesetz. D. h. es sei v — j, eine beliebige Permutation der Zahlen

{0,1,...,n}. Dann ist Y, _qa, =Y, _,aj,.
Wird die Verkniipfung multiplikativ geschrieben, so spricht man von Produkten
und Y wird durch [] ersetzt, d. h. {J]),_, a,} heiBt Produktfolge.

Ist der Indexbereich einer Summe (eines Produktes) leer, so wird sie (es) gleich
dem neutralen Element beziiglich “+” (bzw. beziiglich “”) gesetzt.

Definition 4.5. Die Fakultit n! ist rekursiv definiert durch: 0! = 1, 1! =
1, (n+1D!=nl(n+1).

N otiZEI Die Fakultét n! gibt die Anzahl der Permutationen der Menge {1,2,...,n}
an.

Definition 4.6. Der Binomialkoeffizient (Z) ist definiert durch

n! -
k 0 fir k <0 und k > n.

Fiir die Binomialkoeffizienten gelten folgende Beziehungen

()= =

k—1
<Z>:;H(nV):n(n—l)--l;:!(n—k‘—l—l)’ (47)
v=0

lgs gibt auch noch die Doppelfakultit: (n + 2)!! = (n +2)n!l, n > 1.
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= 2" (4.10)
k=0
n v n4+1

= . 4.11
S ()= (i) (a.)

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1 (4.12)
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
Satz 4.7. Binomischer Lehrsatz. In A seien “+” und “” assoziative und kom-
mutative Verkniipfungen. Dann gilt fir a,b € A
n
(@+d)"=>_ (Z) a™**  fiir alle n. (4.13)
k=0
Ubung: (*) Beweis mit vollstéindiger Induktion.
Satz 4.8. Bernoullische Ungleichung. Es sei a > —1. Dann gilt
(I14+a)">1+na fir allen. (4.14)
Satz 4.9. (*) Polynomischer Lehrsatz. In A seien “+” und “” assoziative und
kommutative Verkniipfungen. Dann gilt fira; € A,j=1,...,k
n
|
(a1 +as+...4ap)" = Z Lai’la? ceapk (4.15)

1/1!1/2! ce I/k!
V1,020, V=0

vi+ve+t..trp=n

(Beweis durch vollstindige Induktion nach k).

4.2. Die ganzen und rationalen Zahlen

(N, +) bildet keine Gruppe, denn die Gleichung m + = = n ist nicht immer
losbar, bzw. zu m > 0 existiert kein inverses Element. Um diese Schwierigkeit
zu beheben fithrt man die negativen ganzen Zahlen ein. Es sei m € N. Dann
definiert man
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(—m) sei beziiglich “+” das inverse Element zu m, d.h. (—m) +m = 0.

Die Fortsetzung der Ordnungsstruktur von N auf Z wird folgendermafien defi-
niert
m,n € N und m < n,
m,n € 7, m<n:=méeZ\NundneN, (4.16)
m,n € Z\ N und (—n) < (—m).

Die Fortsetzung der Addition von N auf Z wird folgendermaflen festgelegt,
m,n € N

m-—n falls n < m,
m+ (—n) =

—(n—m) falls m <n,
(=m) + (—n) :=— (m +n). (4.17)

Damit wird (Z,+) eine abelsche Gruppe.

Die Fortsetzung der Multiplikation von N auf Z wird folgendermaflen definiert:
m-(—n):=—(m-n) und (—m)-n:=—(m-n).

7 ist abzéhlbar unendlich aber nicht wohlgeordnet, da es kein kleinstes Element
gibt.

Anmerkung: Man kann Z formal aus N konstruieren als Menge der Aquiva-
lenzklassen von Paaren (a,b) € Nx N, wobei zwei Paare (a,b), (¢, d) genau dann
dquivalent sind, wenn a + d = ¢ + b gilt, d.h. das Paar (a,b) steht fiir “a —b”.
(Details findet man z.B. in [99])

Analog geht man bei der Einfithrung der rationalen Zahlen (Bruchzahlen) vor.

(Z \ {0}, ) bildet keine Gruppe, denn die Gleichung ax = b ist nicht immer
losbar, bzw. zu a # 1 existiert kein inverses Element. Um diese Schwierigkeit
zu beheben fithrt man die rationalen Zahlen ein.

a = é wird definiert als das zu a inverse Element beziiglich der Multiplikation.

Die Gruppe, die von Z und diesen inversen Elementen erzeugt wird, nennt man
die multiplikative Gruppe der rationalen Zahlen (Q \ {0}, -).

Ordnung, Addition und Multiplikation werden dabei wie oben auf Q fortgesetzt.
(Q,+, ) ist ein Korper. Q ist abzdhlbar unendlich (Cantorsches Diagonalver-
fahren) aber nicht wohlgeordnet.

Die rationalen Zahlen liegen auf der Zahlengerade dicht, d.h. zwischen zwei
verschiedenen rationalen Zahlen a und b mit a < b gibt es immer eine weitere
rationale Zahl, z.B. “TH’.
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Anmerkung: Man kann Q formal aus Z konstruieren als Menge der Aquiva-
lenzklassen von Paaren (a,b) € Z x Z, b # 0, wobei zwei Paare (a,b), (c,d)
genau dann dquivalent sind, wenn a - d = ¢ - b gilt, d.h. (a,b) steht fir “a/b".
(Weitere Details dazu findet man z.B. in [99])

4.2.1. Darstellung von Zahlen. Historisch hat sich die Darstellung von Zah-
len im Dezimalsystem, einem System mit zehn Ziffern, relativ langsam ent-
wickelt. Eine (endliche) Dezimalzahl der Form ana,—1---ajap.a_1a_o- - a_p,
ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir die folgende Summe
n
ApGp—1 " A100-0—1G_2 " * O—py, = Z ajloj, a; € {0,1,2,...,9}. (4.18)
J=—m

Jedes System mit mehr als einer Ziffer ist zur Darstellung von Zahlen geeignet.
Bei b, b > 2 Ziffern spricht man von einer b-adischen Darstellung.

Anmerkung: Im deutschsprachigen Raum ist es iiblich ein Komma zur Tren-
nung des nicht ganzzahligen Anteils zu verwenden, wihrend im amerikanischen
ein Punkt (decimal point) verwendet Wirdﬂ

Neben dem Dezimalsystem sind hauptséchlich das Dualsystem (mit zwei Ziffern
{0,1}, eingefiihrt von Leibniz) und das Hexadezimalsystem (mit sechzehn Zif-
fern {0,1,...,9,A, B, C, D, E, F}, auch Hexagesimalsystem genannt) in Ver-
wendung.

Umrechnung einer Zahl aus dem Dualsystem in das Dezimalsystem
(110101) = 1-25+1-2440-224+1-2240-21 +1-2°
= 32+16+0-8+4+0-2+1
= (53)10- (4.19)
(Der Index j in (...); weiit auf das verwendete System hin und wird wegge-
lassen, wenn aus dem Zusammenhang klar ist welches verwendet wird.) Ganz

analog geht man bei der Umrechnung einer Zahl aus einem beliebigen System
in das Zehnersystem vor.

Umrechnung einer Zahl aus dem Dezimalsystem in das Dualsystem.
Methode 1: (Subtraktionsmethode). Man subtrahiert sukzesive die héchstmogli-
che 2er Potenz.

58 = 32+ 16+ 8+ 2,
(58)10 = (2°+21+234+0-22+2' +0-2%9 = (111010),. (4.20)

2Das Komma ist mittlerweile laut NORM ISO 31 - 11 durch den Dezimalpunkt abgelost.
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Methode 2: (Divisionsmethode). Man dividiert sukzesive durch 2 und notiert
die Reste. Die erhaltenen Reste schreibt man in umgekehrter Reihenfolge auf
und erhélt die Dualzahl.

58 =292 4 Rest 0,
29 =142+ Rest 1,
14 =7-24 Rest 0,
7=3-24 Rest 1,
3=1-24 Rest 1,
1=0-2+ Rest 1. (4.21)

Die Reste in umgekehrter Reihenfolge lauten (1,1, 1,0, 1,0) und daher (58)19 =
(111010)9. Riickeinsetzen in (4.21)) liefert sofort die Erkldrung dieser Methode.

Umrechnung einer Zahl aus dem Hexdezimalsystem in das Dualsystem und
umgekehrt:

Wenn man bei einer Hexdezimalzahl jede einzelne Ziffer in dualer Form durch
4 Dualziffern darstellt, so entspricht die entstandene Dualzahl in ihrem Wert
der urspriingliche Hexadezimalzahl, z.B.

(4D3)16 = (0100 1101 0011)s. (4.22)

Wenn man umgekehrt die 0, 1-Kette einer Dualzahl in Viererblocke teilt und
die jedem Viererblock entsprechende Hexadezimalzahl darstellt, dann hat die so
gewonnene Hexadezimalzahl den gleichen Wert wie die urspriingliche Dualzahl,
z.B.

(1111 1111 1111)9 = (FFF)y6. (4.23)
Beispiel 4.1. Man stelle die Dezimalzahl 0.1 im Dualsystem dar.

Der Mathematica-Befehl BaseForm[x,b] wandelt die Dezimalzahl x in eine
Zahlendarstellung mit Basis b um

In[42] :=BaseForm[0.1, 2]

Out [42] //BaseForm=
0.00011001100110011001101,

Die Zahl (0.1)1p ist im Dualsystem eine Zahl mit unendlich vielen periodischen
Nachkommastellen (Mathematica stellt natiirlich nur endlich viele Nachkom-
mastellen dar).

Es kann also - wie man in diesem Beispiel sieht - vorkommen, dass eine rationale Zahl in einem
Zahlensystem nur endlich viele, in einem anderen System aber unendlich viele periodische Nachkom-
mastellen hat. Niemals aber wird eine rationale Zahl in einem System unendlich viele nicht-periodische

Nachkommastellen haben.
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4.3. Maschinenzahlen

FEin Computer hat nur eine endliche Speicherkapazitit und kann daher nur
endlich viele Ziffern einer Zahl abspeichern (bits = binary digits). Jene Zah-
len, die ein Rechner noch exakt darstellen kann, heiflen Maschinenzahlen.
Maschinenzahlen bilden also eine endliche Teilmenge der Menge der rationa-
len Zahlen. Alle anderen reellen Zahlen werden vom Computer immer auf die
néichstgelegene Maschinenzahl gerundet.

Um einen moglichst grossen Zahlenbereich abzudecken werden Zahlen im Com-
puter im sogenannten Gleitpunkt-Format gespeichert. Darunter verstehen
wir eine Darstellung in der Form

xr=+M.2F.

Die Gleitpunktzahl M heifit Mantisse und wird so gewihlt (IEEE 754 Stan-
dard)ﬂ, dass die erste fithrende Ziffer ungleich 0 vor dem Punkt steht, M =
a0.a10a3 - . . Gy, Wobei ag = 1 ist. Beispiel: (101.1) wird in der Form 1.011 - 210
abgespeichert. Da ag immer 1 ist, kann es weggelassen werden. Das Vorzeichen
wird als (—1)° durch ein Bit s € {0,1} dargestellt. Die ganze Zahl E heifit
Exponent und ist natiirlich auch eine Bindrzahl der Form

k—1
E =¢— ey, 625 e;2’
§=0

wobei e* ein fester Wert ist, sodass e immer dasselbe Vorzeichen hat. Mantisse
und Exponent bestehen jeweils aus nur endlich vielen Stellen, die bei double
float durch die Werte m = 52,k = 11 und e, = 1023 gegeben sind (bei 32
bit floats ist m = 24,k = 8 und e, = 127). Insgesamt erhilt man folgenden
Bit-Vektor

(S, €10,€9,...,€0,0a1,02, . .. CL52) S {0, 1}64. (4.24)

Versuchen wir uns das anhand eines kleinen Beispiels zu veranschaulichen. Damit es fiir uns leichter
wird, stellen wir uns vor, dass der Computer Zahlen im Dezimalsystem darstellt. Unsere Uberlegung
gilt aber gleichermaflen fiir das Dualsystem bzw. fiir jedes beliebige Stellenwertsystem. Nehmen wir
weiters an, dass es sich um einen sehr einfachen Computer mit Mantissenldnge 1 und Exponentldnge
1 handelt. Dann sind die positiven darstellbaren Zahlen gegeben durch

1-1072,2-107%,...,9-107%, 1-1078, 2.1078,...,9-10°.

Die Maschinenzahlen dieses Computers kénnen also den positiven Zahlenbereich von 0.000000001 bis
9000000000 abdecken. Dazu kommen noch ebensoviele negative Zahlen und die 0. Allerdings liegen
die Maschinenzahlen nicht gleichmissig verteilt: Zwischen 1 und 10 liegen zB. genauso viele Maschi-

nenzahlen (1, 2, 3, ..., 10) wie zwischen 10 und 100 (10, 20, 30, ..., 100), ndmlich genau zehn.

Ssiche: http://en.wikipedia.org/wiki/IEEE_754-2008
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In der Regel kommt es daher bei der Verarbeitung von Kommazahlen durch den
Computer zu Rundungsfehlern. Diese Fehler sind aber meist klein und kénnen
vernachléssigt werden.

Beispiel 4.2. Rundungsfehler

Gehen wir einfachheitshalber von einem Computer aus, der Zahlen im De-
zimalsystem darstellt und der eine 4-stellige Mantisse hat. Welches Ergebnis
gibt der Computer fiir 1.492 - 1.066 aus? Wie grofl ist der relative Fehler?

Loésung zu 4.2. Das exakte Ergebnis wdre 1.492 - 1.066 = 1.590472. Aufgrund
der 4-stelligen Mantisse muss der Computer runden und gibt daher den Wert
1.590 aus. Der relative Fehler betrdgt

absoluter Fehler _ 1.590472 — 1.590 ~ 0.0003
exakter Wert 1.590472 -

also 0.03 Prozent. [ |

Allein durch die im Computer nétige Umwandlung vom Dezimal- ins Dualsystem kénnen bereits Run-
dungsfehler auftreten. Beispiel hat uns ja gezeigt, dass bei Umwandlung von 0.1 ins Dualsystem
eine Zahl mit unendlich vielen Nachkommastellen entsteht. Diese Nachkommastellen miissen vom

Computer abgebrochen werden.

Der relative Fehler aus Beispiel [£.2] wird in den meisten Anwendungen ver-
nachléssigbar sein. Im folgenden Beispiel ergibt sich aber ein grofler relativer
Fehler:

Beispiel 4.3. Grofler Rundungsfehler
Welches Ergebnis gibt unser Computer aus Beispiel [{.3 fiir die Berechnung
von (0.01 + 100) — 100 = 0.01 aus? Wie gross ist der relative Fehler?

Lésung zu 4.3. Die Zahlen 0.01 und 100 werden intern im Gleitkommaformat
dargestellt als 1-1072 bzw. 1-10%. Fir die Addition miissen die beiden Zahlen in
eine Form mit gleicher Hochzahl umgewandelt werden. Es ist (exakt) 1-1072 =
0.0001 - 102, unser Computer kann aber nur 4 Stellen der Mantisse abspeichern
und muss daher auf 0.000 - 10° runden. Sein Ergebnis ist daher 0.0000/ Der

relative Fehler ist damit 0'8%);0 =1, also 100%. [ |

In bestimmten Situationen koénnen sich Rundungsfehler aufsummieren und dadurch zu ziemlichen
Problemen fiihren. So ist das im Golfkrieﬂ 1990/91 beim Steuerprogramm der amerikanische Raketen

passiert: Wahrend der kurzen Testphasen haben sich die Rundungsfehler nie ausgewirkt und wurden

4http ://de.wikipedia.org/wiki/Zweiter_Golfkrieg
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daher im Steuerprogramm nicht bemerkt. Beim lingeren Betrieb wihrend des Einsatzes haben sich

die Fehler aber so weit aufsummiert, dass die Raketen ihr Ziel verfehlt haben.

4.4. Die reellen Zahlen

Da in Q die vier Grundrechnungsarten unbeschrénkt durchfiihrbar sind gibt
die algebraische Struktur keinen Anlass zu einer weiteren Erweitung. Jedoch
weisen Ordnungs- und topologische Strukur Unvollstdndigkeiten auf, die zur
Erweiterung zum Bereich der reellen Zahlen R fiihrt.

(Q, <) ist eine totalgeordnete Menge. Doch fiillen die rationalen Zahlen die
Zahlengerade nicht vollstdndig, obwohl sie dicht liegen. Zum Beispiel hat ein
Quadrat mit der Seitenlinge 1 eine Diagonale der Linge v/2 und man zeigt
leicht (Beweis durch Widerspruch), dass dies keine rationale Zahl ist. Aquivalent
dazu ist das Problem, dass die Menge T' = {z ‘ z € Q und 2? < 2} keine untere
Grenze in Q hat.

Um dieses Problem zu beheben werden die reellen Zahlen eingefiihrt. Es gibt im
wesentlichen drei Verfahren: Dedekindsche Schnitte (Dedekind), Cauchyfolgen
(Cantor) und Intervallschachtelungen (Weierstrass).

Definition 4.10. Eine Intervallschachtelung ist eine Folge ([an, by]) abgeschlos-
sener Intervalle mit den Eigenschaften an, < any1 < bpy1 < bp,aj,b; € Q,5 € N
und limy, o0 (by, — an) — 0.

Jedes Intervall ist also im vorhergehenden enthalten, und die Intervallinge
schrumpft auf Null zusammen. Die Intervalle kénnen sich dabei auf eine ra-
tionale Zahl zusammenziehen, brauchen es aber nicht.

Da verschiedene Intervalle sich zur selben reellen Zahl zusammenziehen kénnen,
ist es notwendig eine entsprechende Aquivalenzklassenrelation einzufithren und
dann die Aquivalenzklasse mit der entsprechenden reellen Zahl zu identifizieren.

Stellt man eine positive reelle Zahl im Dezimalsystem dar, so sind folgende Fille
moglich:
(i) endliche Dezimalzahl,

(ii) periodische Dezimalzahl,
Anmerkung: Bei Perioden mit 9 ist folgende Besonderheit zu beachten:
0.1 = 0.09. (9 ist die Abkiirzung fiir 999 - - - .)

(iii) unendliche Dezimalzahl.

Die Menge der unendlichen nichtperiodischen Dezimalzahlen kann mit der Men-
ge der irrationalen Zahlen identifiziert werden.
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Beispiel: Intervallschachtelung von v/2 im Dezimalsystem (in Dezimalpunkt-
schreibweise)

=[1,2],

= [1.4,1.5),
[1.41,1.42],
[

=

1.414,1.415],
1.4142,1.4143],
ete. (4.25)

Die Intervalllinge b,, — a,, = 10" geht dabei gegen Null.
Satz 4.11. (R, -, +, <) bildet einen geordneten Korper (erfillt die entsprechen-
den Rechengesetze)

Zusétzlich zu den Grundrechnungsarten Addition und Multiplikation (inklusive
“Subtraktion” und “Division”) fithrt man die Operation des Potenzieren ein.

Definition 4.12. Fiir a € R definiert man

a’ = 1,
a™ = aa™. (4.26)
Es gilt daher 0° = 1 und
a™a” = a"t",
a™b™ = (a )
(@™)" =a™

Als inverse Operation zum Potenzieren wird das Wurzelziehen wie folgt defi-
niert.

Definition 4.13.
Vr=ux wobei ¥ € RY und 2™ = r erfillt, n € N\ {0}. (4.27)

(R* = {2 | # € R und z > 0}.) Damit léisst sich der Potenzbegriff auf negative
und rationale Exponenten erweitern.

Definition 4.14.

1
a*":a—n, neN, a e R\ {0},
o% = (Ya)", meZ, neN\{0},a€R", (428)
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Fiir m > 0 darf auch a = 0 sein.

Definition 4.15. Die Abbildung [ ] : R — Z,a — [a] heifit groBtes Ganzes-
Funktion (Gaussklammer), wobei [a] die grofite ganze Zahl kleiner gleich a ist.

Ublich ist dafiir auch noch die Bezeichnung “floor” |a]. Mit “ceiling” [a] wird
die kleinste ganze Zahl grofler gleich a bezeichnet. Und mit int(a) wird die
Abbildung bezeichnet, die die Stellen nach dem Komma abschneidet (integer
part). Ist a € Z, so ist [a] = |a] = int(a).

Ubung: Was ist, wenn a & Z?

Definition 4.16. Die Abbildung sgn : R — {—1,0,1},a — sgn(a) heifst Vor-
zeichenfunktion, wobei sgn wie folgt definiert ist

+1 a>0
sgn(a) =40 a=0. (4.29)
-1 a<0

Definition 4.17. Die Abbildung | | : R — RT U {0}, a — |a| heifit Absolutbe-
trag, wobei | | wie folgt definiert ist |a| = asgn(a).

Es gilt

|ab| = lal[b],
|+ 0] < |a] + 0],
la+ 0] > [la] — 0. (4.30)

4.5. Die komplexen Zahlen

Die quadratische Gleichung 22 +1 = 0 hat in der Menge der reellen Zahlen keine
Losung. Eine solche Losung wiirde man als die Wurzel aus (—1) bezeichnen
konnen. Um obige Gleichung 16sen zu kénnen, fithrt man daher die komplexen
Zahlen ein.

Es sei (z,y) € R? = R x R. Dann erklirt man folgenderweise eine Addition und
Multiplikation fiir Paare z; = (z1,y1) und 22 = (x2,¥y2)

21+ 29 := (1 + 22, Y1 + Y2),
= (z1- 22— Y1 Y2, 21 - Y2 + T2 Y1).

Man kann nun zeigen, dass (R?, +,-) ein Kérper ist.
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Definition 4.18. (R? +,-) mit den obigen Verkniipfungen heifit Korper der
komplexen Zahlen C.

Definition 4.19. Die kompleze Zahli:= (0,1) heifft imagindre Einheit. Jedes
Zahlenpaar (z,y) kann nun als x + yi geschrieben werden und heiffit komplexe
Zahl.

Die imagindre Einheit i geniigt der Gleichung
241 =0. (4.31)
Man schreibt daher auch i = +/—1.

Definition 4.20. Einige grundlegenden Begriffe fiir komplexe Zahlen:

Fiir eine komplexe Zahl z = x +1i y heifit

Z=x—1iy konjugiert komplexe Zahl
1
x = Re(z) = 5(2 +2) Realteil von z
1
y =1Im(z) = 2—(,2 —Z) Imagindrteil von z
i

|z| = V22 +y2 = V=22 Absolutbetrag von z

Es gilt
|222| = |2] - [zl
z|_ 14
S
Z9 ’22‘
|z 4+ 22| < |z| + |22], Dreiecksungleichung.

Beim Rechnen mit komplexen Zahlen geht man genauso vor wie bei reellen
Zahlen, wobei man beachtet, dass i2 = —1.

Notiz: Identifiziert man (x,0) mit =z, so gilt R C C, d.h. die reellen Zahlen
konnen als Teilmenge der komplexen Zahlen aufgefa3t werden, namlich als die-
jenigen Zahlen, deren Imaginédrteil Null ist. Reelle Zahlen bestehen nur aus
einem Realteil. Statt « +1i-0 schreibt man daher einfach . Z.B. ist 5+0-1 = 5.
Zahlen, die nur aus Imaginérteil bestehen z = 0 + iy, nennt man imagindre
Zahlen. Eine imaginére Zahl ist z.B. 0 + im = iw. Die komplexe Zahl 0 4 0i
kann man auch als 0 oder als 01 schreiben.

Hier einige Beispiele:
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(1) i(—i) =1, V=16 = 4i, —/-9 = —3i, i3 = —i.
2) 1+)(1—-i)=2.
(3) 14+3i|=v16+9=5.

FEine komplexe Zahl kann auch als ein Punkt in der Gauss’schen Zahlenebene
dargestellt werden.

Anmerkung 1: Die Verallgemeinerung der Differential- und Integralrechnung
auf komplexe Funktionen ist ein umfangreiches und wichtiges Gebiet der Ma-
thematik, das Funktionentheorieﬂ genannt wird.

Anmerkung 2:

Eine Erweiterung der komplexen Zahlen sind die Quaternionen H. Sie bilden einen
sogenannten Schiefkorper, da die Multiplikation nicht mehr kommutativ ist.

Es gibt nun R mit die zusétzlichen Zahlen: i, j, k wobei folgende Regeln gelten:
z=a+bi+cj+dk, a,bc,deR

Die Addition entspricht der Vektoraddition von Viertupeln. Fiir i,j,k gelten folgende
Multiplikationsregeln:

2o =12=_1,

ij=k, jk=i, ki=j,

ji=—-ij, kj=-jk, ik=—ki. (4.32)
Quaternionen sind die 1. Wahl zur Beschreibung von réumlichen Drehungen kombiniert
mit Translationen in der Computergraphik (Computerspiele).
http://mathworld.wolfram.com/Quaternion.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Quaternionen

5http ://de.wikipedia.org/wiki/Funktionentheorie


http://mathworld.wolfram.com/Quaternion.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Quaternionen
http://de.wikipedia.org/wiki/Funktionentheorie
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4.6. Elementare Zihlprinzipien

Abzdhlungen werden in der elementaren Wahrscheinlichkeitsrechnung verwen-

det]

Satz 4.21. Dirichletsches Schubfachprinzip (pigeonhole principle). Werden n+1
Dinge auf n Schubladen verteilt, so befinden sich zumindest in einer Lade min-
destens zwei Gegenstdnde.

Oder allgemeiner, werden kn + 1 Dinge auf n Schubladen verteilt, so befinden
sich zumindest in einer Lade mindestens k + 1 Gegensténde.

Beispiel 1: Gibt es in Wien zwei Personen, die die gleiche Anzahl von Kopf-
haaren haben?

Beispiel 2: Unter 1100 Studenten gibt es mindestens 4, die am selben Tag
Geburtstag haben.

Beispiel 3: Unter je (n+ 1) Zahlen der Menge {1,2,3,...2n} gibt es stets zwei
teilerfremde.

Anordnungsprobleme

Gegeben seien 7 Personen, deren Namen einfach kurz mit {a,b, ¢, d, e, f, g} be-
zeichnet werden.

1. Fragestellung

Wieviele verschiedene Sitzanordnungen sind mdoglich, wenn man 7 Stiihle zur
Verfiigung hat?

Zum Beispiel sind (a, b, ¢, d, e, f,g), (b,c,d,e, f,g,a) und (g, f,e,d, ¢, b, a) mogli-
che Anordnungen. Jede dieser Anordnungen ist eine Permutation der 7 Elemen-
te.

Wieviel verschiedene Anordnungen gibt es?

Fiir die erste Person stehen 7 Pléatze, fiir die zweite 6 Plétze, fiir die dritte 5
Platze, usw. zur Auswahl, sodass sich insgesamt 7-6-5-4-3-2-1= 7! = 5040
Mobglichkeiten ergeben.

Allgemein gilt

Satz 4.22. Die Anzahl P(n) der méglichen Anordnungen (n-Tupel) von n ver-
schiedenen Elementen ist n!

6Die elementare Wahrscheinlichkeit (Laplace) ist definiert durch ,Anzahl der giinstigen Fiille
durch Anzahl aller moglichen Fille.“
"Im Schnitt besitzt ein Mensch ca. 100 000 bis 200 000 Haare.
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Fiir grofie n ist n! durch die Stirlingsche Formel berechenbar. Es gilt

n! ~ (ﬁ)n 27mn. (4.33)
e

Weitere Beispiele:

(i) Wieviele verschiedene Sitzanordnungen sind méglich, wenn man 10 Personen
auf 10 Stiihle verteilen soll?

(ii) Wieviele Moglichkeiten gibt es vier Bilder nebeneinander an die Wand zu
héngen?

2. Fragestellung

Es seien 3 Sitzplitze frei. Wieviele Moglichkeiten gibt es aus 7 Personen 3
auszuwihlen und in unterschiedlicher Reihenfolge hinzusetzen, zum Beispiel
(a,b,c), (e, f,qg) oder (c,b,a), etc.

Es gibt offensichtlich 7-6-5=7-6-5- 2321 = 1 Mgglichkeiten.

Satz 4.23. Die Anzahl P(n,k) der mdglichen geordneten k-elementigen Aus-
wahlen (k-Tupel) aus n verschiedenen Elementen ist

Pn,k)=n-(n—1)---(n—k+1) = (4.34)

(n— k)"

Anmerkung;:

(i) Geordnete Auswahlen nennt man auch Variationen ohne Wiederholung oder
auch geordnete Proben ohne Wiederholung. D. h. es sei A eine Menge und
k € N. Dann heit das k-Tupel (a1, . ..,ax) € A* mit a; # a; fiir i # j geordnete
Probe ohne Wiederholung.

(ii) Ist k = n, so ergibt sich als Sonderfall P(n,n) = P(n).

(iii) P(n,k) gibt die Anzahl der injektiven Abbildungen von k Elementen in
eine Menge von n Elementen an (k < n).

Beispiel: Gegeben seien die vier Zahlen {1,2,3,4}. Auf wieviele Arten lassen
sich daraus zwei auswihlen? Zum Beispiel (1,2), (1,3), (1,4),(2,1), (2, 3), etc.

3. Fragestellung

Wieviele Moglichkeiten erhélt man, wenn man bei obigem Beispiel Wiederho-
lungen zuldsst? Also (1,1),(2,2),(3,3), etc. Dann gibt es offensichtlich 4 - 4
Moglichkeiten. Allgemein gilt:

Satz 4.24. Die Anzahl P(n, k) der mdglichen geordneten k-elementigen An-
ordnungen von n verschiedenen Elementen mit Wiederholung ist

P(n, k) = n". (4.35)



4.6. Elementare Zéahlprinzipien 101

Anmerkung: Man nennt sie auch Variationen mit Wiederholung oder auch ge-
ordnete Proben mit Wiederholung. D. h. es sei A eine Menge und k£ € N. Dann
heifit das k-Tupel (ay,...,a;) € AF geordnete Probe mit Wiederholung.

]5(12, k) gibt die Anzahl aller Abbildungen f von einer Menge mit k& Elementen
in eine Menge von n Elementen an; z.B. f: X =Y, #(f) = |Y|XL

Beispiele:
(i) Wie viele Moglichkeiten gibt es einen Toto-Schein auszufiillen?

(ii) Wieviele voneinander verschiedene Worter mit drei Buchstaben konnen
theoretisch gebildet werden?

4. Fragestellung

Wieviele verschiedene Dreiergruppen koénnen aus einer Menge von 7 Personen
ausgewéhlt werden, zum Beispiel {a, b, c}, {e, f, g} oder {b,d, e}, etc. Es kommt
dabei nicht auf die Reihenfolge an (ungeordnete Auswahl). Jede dieser mogli-
chen Auswahlen nennt man Kombination. Ihre Anzahl ist

7-6-5 (7
1-2-3 \3)°

Satz 4.25. Die Anzahl C(n, k) der mdéglichen Kombinationen von k Elementen
aus einer Menge von n verschiedenen Elementen ist

Cln, k) = (:) (4.36)

Allgemein gilt

Anmerkung: (i) Es sei A eine Menge mit |A| = n und k < n, k € N. Dann heifit
jede Teilmenge B C A mit |B| = k ungeordnete Probe ohne Wiederholung.
(ii) Es gilt: C(n, k) = P(n,k)/k!

Beispiele: (i) Lotto 6 aus 45.

(ii) Wieviele Moglichkeiten gibt es aus einer Gruppe von 12 Studenten ein Team
mit 5 Studenten auszuwéhlen.

Es bleibt die Anzahl der ungeordneten Auswahlen (Proben, Kombination) mit
Wiederholung zu bestimmen. Zuerst ein Beispiel.

5 Personen wihlen aus drei Meniis aus. Gesucht ist die Anzahl der moglichen
Bestellungen, die der Kellner aufnimmt.

Satz 4.26. Die Anzahl der Auswahlmdéglichkeiten von k Elementen aus n Ele-
menten mit Wiederholung (Kombinationen mit Wiederholung) ist

C(n, k) = (" +Z - 1>. (4.37)
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Beispiel:

(i) In unserem Beispiel ist n = 3 und k& = 5 und somit erhélt man

C(3,5) = (I) = 21.

(ii) Wieviele Dominosteine gibt es, wenn die maximale Augenzahl 7 ist
C(7,2) = (5) = 28.

(iii) Drei Kinder haben 5 Apfel. Wieviele Moglichkeiten gibt es diese ganz auf-
zuteilen?

Satz 4.27. Die Anzahl der Mdéglichkeiten, n Gegenstinde auf r Fédcher zu ver-
teilen, wobei im i-ten Fach k; Gegenstinde zu liegen kommen, ist:

n n!
=" 4.
(kzb...k:?«) ki!... k! (4.38)

Beispiel: Wieviele verschiedene Worter kénnen aus den Buchstaben des Wortes

MISSISSIPPI gebildet werden? Es gibt ﬁgm Moglichkeiten.

Uberblick Kombinatorik

geordnet ungeordnet

ohne Wiederholung | mit Wiederholung | ohne Wiederholung | mit Wiederholung

P(nk) = -2 P(n, k) =n¥ C(n,k) = (}) C(n, k)= ("7t

)

Zusammenfassung

(i) Folgende Begriffe sollten ihnen nun bekannt sein

Zahlen N, Z,Q, R, C, und ihre Darstellung, Summenzeichen, Produktzeichen,
Schubfachprinzip, Permutation, Variation, Kombination.

(ii) Sie sollten nun kénnen: Rechnen mit Zahlen und einfache kombinatorische
Abzéhlprobleme 16sen konnen.
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4.7. Ubung
(1) Berechnen Sie die folgenden Summen, wenn ay = 1, ag = 3, az = —1,
a4 =2, und a5 = —2:
3 5 5 5
a) i @i b) > s ak, €) X n1 On; d) Zj:l a;.
(2) Berechnen Sie die folgenden Summen, wenn ay = 1, ag = 3, az = —1,
ag = 2:

a) Z?:l a%v b) Z?:l 2a;, C) Eizl(an + 1)7 d) Z?zl a?'

(3) Schreiben Sie mithilfe des Summenzeichens
a) die Summe, b) die Summe der Quadrate
der natiirlichen Zahlen von 1 bis 5.

(4) Schreiben Sie die folgenden Summen mit dem Summenzeichen:

a) asz + a4 + as + ag, b) 3x1 + 322 + 33 + 324,

1 1 1 1 1 1

T T T T d) 13 1+ 93 34 43 3
c)1+2+3+4+5+6, ) 17427 +3° + 47 4 57,
e) 1+2' 422 423 424 f)2.4' +2.42 4243 4+ 2. 4%,

(5) Schreiben Sie mithilfe des Summenzeichens:

a) ag — a1 + ag — az + a4 — as, b) 332 +3% -3 43° -3
1 1 1 1 1
)yt tetr i d) 28 +23 + 25 + 27 4 29 + 211
e)1+x+£2+£3+---+£ f)1—$—2+$—4—x—6+-~-—x—%.
21 3! n!’ 21 41 6l 30!
(6) Schreiben Sie mithilfe des Produktzeichens:
a)l-%-%-i ..... %’ b)(l—%)-(l—%)-----(l—%),

(7) Beispiel Peano-Axiome
Mit Hilfe der Funktion “Nachfolger” berechne man mit Mathematica
die Summe und das Produkt zweier natiirlicher Zahlen a und b
a + + ist der Nachfolger von a
a — — ist der Vorginger von a

(8) Ermitteln Sie int(-), [-], || von
a) 2.4, b)29, ¢ -19,  d)—0.9.

(9) Ermitteln Sie:
a) 17 mod 3, b) 5 mod 2, ¢) 28 mod 5, d) 351 mod 4,
e) 13856 mod 2, f) 357 mod 3, g) 6237 mod 9,
h) 3751 mod 11.
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(10) Berechnen Sie:

a) | =4[+ 4, b [-2+[-1, o f[-3-2],

d)d—|=3[ e |=3[-[+2, D[ -1-]-2l
(11) Wahr oder falsch?:

a) [2[ <|=5[,  b)[3[>[-100[, ) |=3]=]3]

d)[=s5[<lol, e 2l<[=2[,  f)la[=]=al

(12) Finden Sie einen Wert fiir a bzw. b, fiir die die folgenden Behauptungen
falsch sind:
a) la| =a,  b)|=al=—lal, ¢ la+b|=]al+]b].

(13) Schreiben Sie die folgenden Mengen in der Intervallschreibweise und
kennzeichnen Sie sie auf der Zahlengeraden:
a){reR| —2<xz <3}, b) {reR|0<x <2},
c){reR|1<x <3} d) {zeR|2<z<5},
e) {r eR |z <4}, f) {r eR|x>2}.

(14) Geben Sie alle reellen Zahlen an (Intervallschreibweise) die
a) grofler als —1, b) mindestens gleich 0, ¢) hochstens 0,
d) grofler als —2 und hochstens gleich 4 sind.

(15) Zeichnen Sie die Funktionen:
a)y=I[3-1,  by=lz+1].

(16) Losen Sie durch Fallunterscheidung. Veranschaulichen Sie graphisch
indem Sie die linke und rechte Seite der Gleichung als Funktionen
betrachten (Losungen der Gleichung = Schnittpunkte der Funktionen):
a)lz—1|=2% b)[E-1=2, c)a?=4, d)[z+3|=5-|z—2|

(17) Losen Sie folgende Gleichungen:
a) 2yr+3—+V2x+1=+4z -3, b)log(5)+log(l—1%)=-2.

(18) Losen Sie folgende Ungleichungen:
a)l—xz> 2 b) 2z < 3+ 5z, c) 2(x+2)—4x < 3(2x—1)+4.

(19) Losen Sie folgende Ungleichungen. Veranschaulichen Sie graphisch in-
dem Sie die linke und rechte Seite der Ungleichung als Funktionen
betrachten:

W)+l >5 b)-al>1 @-2P<1l, A2’ <l
Zahlensysteme:

(20) Wandeln Sie folgende Dualzahlen in Dezimalzahlen um:
a) 1110101, b) 101010, c) 11110.
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(21) Wandeln Sie folgende Hexadezimalzahlen in Dezimalzahlen um:
a) 14D, b) 3EF, c) AAA, d) 12CD.

(22) Bestimmen Sie die Dualdarstellung der folgenden Dezimalzahlen:
a) 45, b) 319, c) 99, d) 16, e) 59.

(23) Bestimmen Sie die Hexadezimaldarstellung der folgenden Dezimalzah-
len. Wandeln Sie die Hexadezimalzahl danach in eine Dualzahl um:
a) 1406,  b) 510,  c) 319.

(24) Wandeln sie die folgenden Dualzahlen in Hexadezimalzahlen um (durch
Zusammenfassung in Vierergruppen). Machen Sie die Probe im Dezi-
malsystem.

a) 11010110, b) 10100111, c) 10111111.

(25) Wie lautet die Darstellung der folgenden Dezimalzahlen im Dualsys-
tem/Hexadezimalsystem? (Tip: bei den grofieren Zahlen ist es am ein-
fachsten, zunéchst ins Hexadezimalsystem und von da ins Dualsystem
umzuwandeln)

a) 45, b) 319, c¢) 1501, d) 1438.

(26) Wandeln Sie die folgenden bindren Bruchzahlen ins Dezimalsystem um:
a) 11.0111, b) 10.0101, c) 0.111, d) 0.1.

(27) Wie lauten die folgenden Dezimalbriiche im Binérsystem (Berechnung
von 4 Nachkommastellen, falls unendlich viele)?
a) 0.4375, b) 0.5, ¢) 0.2, d)4.713, e)0.125, f) 1.25.

Komplexe Zahlen:

(28) Addieren Sie die folgenden komplexen Zahlen graphisch:
21 =—244i, 20 =-3—-2i, 23 =4—1.

(29) Fiihren Sie mit z = 2 4 1 folgende Operationen durch und deuten Sie
sie geometrisch in der Gauf3schen Zahlenebene:
a) z -1, b) %, c) z-e30%, d) 22, e) 1.

(30) Stellen Sie die Menge der Zahlen in der Gaufischen Zahlenebene dar,
fiir die
a) |z <3, b) arg (z) = 30°, c) Re(z+1) =4.

(31) Losen Sie in C:

1 1 1
a) 3z =2z—2, D)

x+1+x—1 T
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(32) Bei der Berechnung von elektrischen Netzwerken bei Wechselstromen
treten lineare Gleichungssysteme auf. Losen Sie das lineare Gleichungs-
system in C:

a) (3+42i)z; —izg=—-2+3i b) 4x+3y=11+09i
(1 —3i)z1 + (2 1)z = 5(1 — 2i), r+3z=2-3i
r+y+z=3+2i

(33) Berechnen Sie:

—6 4 8i 4617
5(cos 90° +1sm 007y ©) Berdor

(34) Berechnen Sie mit z; = 3e7"2, 25 = 290" und z3 = $(cos30° +
isin30°) die folgenden Terme und stellen Sie sie sowohl in der Kom-
ponentenform z = a + bi als auch (mit Rechnerunterstiitzung) in Ex-
ponentialform z = re'? dar:

@_ia b) ’21—’—22‘
Z9 Z1 32’3

a) (2—1)e"% D) d) il

2
RO (T
z2 — 23
(35) Losen Sie die folgenden kubischen Gleichungen, bei denen eine Losung
leicht erraten werden kann. Spalten Sie diese Losungen ab (Polynom-
divison) und ermitteln Sie die restlichen Losungen:
a) 23 —4z =0, b) 23 —2?—x+1=0, c) 234222 +22+1=0.

(36) Berechnen sie (Polynomdivison mit Rest):
(32422 +3) : (2 — 22 +1)

(37) Losen Sie folgende quadratische Gleichungen mit komplexen Koeffizi-
enten (beachten Sie: die Losungen sind nicht mehr konjugiert komplex,
das ist nur bei reellen Koeffizienten der Fall!).

a) 22— (1+i)x+i=0, b) 22 — (1+2i)z —1+i=0.

(38) Man berechne alle Losungen von 22 =1 und 23 =2 + 2 i.

Abzihltechniken:
(39) Man ermittle:

(a) (130)7 (b) (110>’ (© <1OO>’ (@ <830>.
(40) Man berechne den Koeffizienten von
(a) a®b" in (a+ )0, (b) 23 in (2 + 32)°

(41) Auf wieviele Arten kann man 125 Bilder anordnen. Man gebe eine
Abschétzung der Anzahl als Gleitkommazahl an.

(42) Bei einer Betriebsersffnung werden 4 Personen a, b, ¢, d eine Rede
halten. Wieviele verschiedene Rednerlisten kénnen aufgestellt werden,
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a) bei beliebig moglicher Anordnung,
b) wenn a stets an erster Stelle spricht,
c¢) wenn d nicht an erster Stelle sprechen mochte?

(43) Eine Gruppe von 10 Mitarbeitern soll fotografiert werden. Fiir 4 Perso-
nen steht eine Bank zur Verfiigung. Auf wieviele Arten kann die Bank
besetzt werden, wenn eine unterschiedliche Sitzreihenfolge
a) ohne Bedeutung
b) von Bedeutung ist?

(44) Wieviele verschiedene Sitzordnungen gibt es fiir 5 Personen in einem
fiinfsitzigen PKW, wenn
a) jede Person einen Fiihrerschein hat,
b) nur drei Personen einen Fiihrerschein haben?

(45) Vertragsabschluss nach Treffen von 8 Geschiiftsleuten. Zur Feier wird
mit Sekt angestoflen. Wie viele Male klirren die Gliser, wenn jeder mit
jedem anstosst?

(46) 10 Ehepaare veranstalten eine Tanzparty. Wieviele Tanzpaare sind
moglich, wenn Ehepartner nicht miteinander tanzen diirfen?

(47) Wieviele Moglichkeiten gibt es, beim Lotto ,,6 aus 45“ keine, genau
eine, genau 2, ..., genau 6 Richtige anzukreuzen?

(48) In einer zehnkopfigen Komission hat jedes Mitglied eine Stimme. Wie-
viele mogliche Mehrheiten (Mehrheit = mindestens 6 Stimmen) gibt
es?

(49) Jeder Telefonanschluss hat eine Vorwahlnummer und eine n-stellige
Telefonnummer. Die Vorwahlnummer besteht aus 4 Ziffern, von de-
nen die erste immer 0 und die zweite immer # 0 sein muf}. Wieviele
Telefonanschliisse sind grundsétzlich moglich?

(50) Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus einer Versammlung von 30 Teilneh-
mern einen vierkopfigen Vorstand, (1 Vorsitzender, 3 gleichberechtigte
Mitglieder) zu wéhlen?

(51) Kennzeichen fiir Kraftfahrzeuge (vereinfacht): Einem Kennbuchstaben
(A...Z) folgt eine vierstellige Ziffernkombination, bestehend aus den
Ziffern 0 bis 9. Wieviele mogliche Kennzeichen gibt es?

(52) Geburtstagparadoxon: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei
einer Gruppe von 24 Personen zwei am gleichen Tag Geburtstag ha-
ben. Hinweis: Man berechne zuerst die Wahrscheinlichkeit, dass alle
an verschiedenen Tagen Geburtstag haben. (Praktische Anwendung in
der Informatik: Hashkollision)



108

4. Zahlen

(53)

(54)

(55)

Bei einem Sonderangebot kann man sich eine Kiste (zwolf Flaschen)
aus drei verschiedenen Getrénkesorten beliebig zusammenstellen. Wie-
viele Moglichkeiten gibt es dafiir?

(i) Ein Passwort kann aus sechs bis acht Zeichen bestehen (Kleinbuch-
staben oder Ziffern). Wie viele mégliche Passworter gibt es?
(ii) Angenommen, mindestens eines der Zeichen des Passworts muss
eine Ziffer sein. Wie viele mogliche Passworter gibt es dann?

In einer Urne sind eine rote, blaue und griine Kugel. Es werden 4 Zie-
hungen gemacht, wobei nach jeder Ziehung die Kugel wieder zuriick ge-
legt wird. Wieviele verschiedene Ergebnisse der Ziehung sind moglich,
wenn

(a) die Reihenfolge von Bedeutung ist

(b) die Reihenfolge ohne Bedeutung ist.

Im 17. Jahrhundert bot Chevalier de Méré zwei Wetten an. In der
ersteren wettete er, dass er in 4 Wiirfen mit einem Wiirfel mindestens
einen Sechser hat. In der zweiten wettete er, dass er in 24 Wiirfen
mit zwei Wiirfel mindestens einen Doppelsechser hat. Welche dieser
Wetten wiirden sie machen?
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4.8. Folgen und Reihen
Dieses Kapitel folgt dem Buch von T. Brocker, [81] und auch dem Standardwerk
von Forster [83] (bzw. z. B. [82], [86], [90], [92])

Um Analysis betreiben zu kénnen benttigt man den Begriff eines Abstandes von
Elementen von Mengen. Im R! kann man den Abstand d zweier reeller Zahlen
z,y (Entfernung zweier Punkte auf der Zahlengeraden) durch den Betrag der
Differenz definieren

d(z,y) :== |z —y|. (4.39)

Allgemein fithrt man dazu den Begriff des metrischen Raumes ein.

Definition 4.28. Eine Menge M # () heisst metrischer Raum, wenn je zwei
Elementen z,y € M eine reelle Zahl d(x,y) zugeordnet ist, sodass gilt

(i) d(xz,y) > 0 fiir alle x,y € M, (Nichtnegativitit).

(11) d(z,y) = 0 genau dann, wenn xr = y.

(117) d(x,y) = d(y,x) fir alle z,y € M, (Symmetrie).

() d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) fir alle z,y,z € M, (Dreiecksungleichung).

Eine Metrik ist also eine Funktion d

d: M x M —R, (x,y) — d(z,y). (4.40)

Beispiele:

(1) Mit der Abstandsdefinition d(x,y) := |z — y| wird die Menge R zu einem
metrischen Raum.

(2) Analog wird die Menge der komplexen Zahlen C mit der Abstandsdefini-
tion die durch den Absolutbetrag gegeben ist d(z1,22) := |21 — 22|, zu einem
metrischen Raum.

(3) Auf der Menge der beschrénkten Funktionen B auf [0, 1] definiert die Funk-

tion

d(f,g) == S{%pl] [f(@) —g(@)l,  f9€B(0,1)) (4.41)

eine Metrik.

(4) Der Hammingabstand wird bei der Fehlerkorrekur verwendet: Details siche
[42], Seite 373.

(5) Normierte Vektorrdume:
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Satz 4.29. Es sei V' ein Vektorraum mit einer Norm || ||. Dann wird durch

d(z,y) = llx—yll, xyeV (4.42)

eine Metrik auf V erzeugt.

Anmerkung: Bei einem Vektorraum kann man die Elemente addieren, was bei
einem beliebigen metrischen Raum nicht der Fall ist. Zusétzlich gilt fiir eukli-
dische Vektorrdume die Schwarzsche Ungleichung |(z,y)| < ||z||||ly||, die zum
Beispiel fiir R™ ergibt

n n n

2 2 2

(D)™ < (D_a5) (D_u))- (4.43)
7=1 7=1 7=1

Solange wir jedoch Analysis fiir Funktionen f : R — R betreiben, kénnen wir

uns auf die Metrik die durch den Abstand zweier Zahlen gegeben ist d(x,y) =
| — y|, beschrénken.

Im Kapitel 2 haben wir den Begriff einer abstrakten Folge als eine Abbildung
a:N— B,n+— a(n) = a, (B eine beliebige Menge) eingefiithrt und wollen uns
nun mit reellen Zahlenfolgen, d. h. Abbildungen N — R néher beschéiftigen.

Man schreibt hierfiir
(an)NEN oder (CLO, ai,az,as, .. )

bzw. kurz (a,). Etwas allgemeiner kann man statt der Indexmenge N die Menge
{n € Z | n > k} aller ganzen Zahlen, die grosser gleich einer vorgegebenen
ganzen Zahl k sind, nehmen und schreibt dann

(an)n>k  oder (ak,ari1,ari2,,---)-
Beispiele
(1) Sei ay, = a,a € R fiir alle n € N. Man erhélt die konstante Folge

(an)nen = (a,a,a,a,...).

(2) Sei a,, = 2,n > 1. Dies ergibt die Folge

N | =
Wl =
>~ =
SN—

(an)nz1 = (1,

(3) Sei a, = (—1)". Dann ist
(an)nen = (+1,—1,+1,-1,...).
(4)

n

(e = 055030

>~ w

012
72737
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(5)
n
— =0,z 255,550 )
(2”)”EN (©, 272787432 )
(6) Die rekursive definierte Fibonacci-Folge ist gegeben durch die Anfangswerte
ap = 0 und a; = 1 und fiir a,42 gilt

On+2 = Gp41 + Qnp,
(an)neny = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Anmerkung: Dass durch Rekursion wirkliche eine Folge definiert wird, wird in
einem Satz in [92] Kap. 2, Seite 23 bewiesen.

(7) Eine rekursive Folge sei gegeben durch den Anfangswert ag = 2 und

_@n 1
Gnt1 = 2 +an’
3 17 577
(an)neN—( 75757@7---)-

(8) Fiir jede reelle Zahl x kann man die Folge ihrer Potenzen definieren als
(2" Vpeny = (1, z, 2%, 23, 2%, ... ).

Anmerkung: Graphisch veranschaulicht man Folgen indem man die Folgen-

glieder a,, auf der Zahlengeraden darstellt. Der entscheidende Begriff der Ana-

—_
NIw T
N T
‘»—A
ot
[\

Abbildung 4.1. Die ersten Glieder der Folge an = (2 — 55 ).

on

lysis ist der Begriff der Konvergenz (,etwas® strebt gegen ,etwas®), der bis zum
19. Jahrhundert nur intuitiv erfasst werden konnte.

Definition 4.30. FEine reelle Folge von Zahlen (ay) heisst konvergent gegen
a € R, falls gilt:

Zu jeder reellen Zahl € > O existiert eine Zahl N, € N, sodass
lan, —a| <€ (4.44)

fir alle Indizes n > N¢ ist. Man nennt a den Grenzwert (Limes) der Folge und
schreibt

lim a, = a, oder  a, —a fir n— oo. (4.45)
n—ro0
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Anmerkung: Allgemein kann man analog Konvergenz fiir Folgen in beliebigen
metrischen Réumen definieren, wobei man nur |a, — a| durch d(ay, a) ersetzen
muss.

Man beachte, dass die Zahl N, von € abhingt. Da es darum geht, dass a,
beliebig nahe an a herankommt, kommt es nur darauf an beliebig kleine € > 0
zu betrachten. D. h. fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 existiert ein Folgenindex
N. € N, sodass |a, — a|] < ¢, falls n > N,. Im allgemeinen wird man den
Folgenindex N, umso grosser wéahlen miissen, je kleiner e ist.

Definition 4.31. Das offene Intervall Uc(a) := (a — €,a + €),e,a € R, € > 0,
wird als die e-Umgebung des Punktes a bezeichnet.

Erginzung:

Definition 4.32. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Die Menge U(a,€) = {x €
M | d(z,a) < €} heisst e-Umgebung von a (offene Kugel um a mit Radius €).

Eine Teilmenge A C M heisst offen, wenn jeder Punkt von A eine e-Umgebunyg,
die ganz in A liegt, enthdlt.

Eine Teilmenge B C M heisst abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.

Mehr dariiber findet man z. B. in [82], Kapitel 2.3 oder [79], Seite 222 ff.

Mit dem Begriff der e-Umgebung kann Konvergenz anschaulich wie folgt cha-
rakterisiert werden: Die Folgenglieder a,, liegen in U¢(a) fiir alle n bis auf endlich
viele, ndmlich bis auf n € {0,1,2,..., N, — 1}. Man sagt dafiir auch a,, € Uc(a)
fiir fast alle n.

Definition 4.33. FEine nichtkonvergente Folge wird als divergent bezeichnet.

Beispiele:

(1) Die konstante Folge a,, = a konvergiert trivialerweise gegen a.

1
(2) lim <> = 0.
n—oo \ N n>1

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Da die Menge N unbeschrankt ist, gibt es eine
natiirliche Zahl N, > % und fiir alle n mit n > N, gilt n > % und fiir diese gilt
daher

——0l=—<e
n n

1 ‘ 1
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Anmerkung: Eine Folge deren Grenzwert 0 ist, heisst Nullfolge. Ist (a,) kon-
vergent mit Grenzwert a, dann konvergiert die Folge b, := (a,, — a) gegen 0.

(3) Die Folge a,, = (—1)" divergiert.

. n .
(4) nh_}ngo <n n 1) =1, da gilt
n - 1 <
n—+1 n+1 ¢
. n .
(5) nll)ngo (2—n> =0, da gilt
—1 1 2

2
ﬁ—O‘§7<e.
2n n

(6) Die Fibonacci-Folge ist divergent, da die Folgenglieder beliebig gross werden,
pi1 2> M.

Definition 4.34. Man sagt (a,,) — oo oder lim,, o a, = oo falls gilt: Fiir jedes
R > 0 ist a, > R fiir fast alle n € N. Entsprechend schreibt man (a,) — —o0
falls (—ay,) — o0o. Man nennt eine solche Folge (a,) bestimmt divergent oder
auch uneigentlich konvergent.

D. h. die Fibonacci-Folge ist bestimmt divergent.

(7) Zur Untersuchung der Konvergenz der Folge (z"),x € R machen wir Fall-
unterscheidungen:

(a) x = 1. Dann ist (1"),eny = (1,1,1,...) — 1 konvergent.
(b) x = —1. Dann ist (1"),eny = (1,—1,1,—1,...) divergent.
(c) |x| > 1. Es sei |z| = a. Dann gilt a = (14 6),6 > 0 und a™ = (1 4+ )" >

14+né > nd. Also wird a™ beliebig gross und (z™) ist daher divergent (bestimmt
divergent wenn x > 1).

(d) |z| < 1. Es sei |2| = a. Fiir a = 0 gilt (z") = 0. Fiir 0 < a < 1 gilt 2 > 1
und daher ()" > 1 also a” < e. [z" — 0] < € fiir fast alle n und die Folge (z")
konvergiert daher gegen 0.

Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig, das heisst eine Folge kann nicht zwei
verschiedene Grenzwerte haben.

Satz 4.35. Konwvergiert eine Folge gegen a und gegen b dann gilt a = b.
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Beweis durch Widerspruch: Annahme a < b, man wihle ¢ = I’_T“. Dann folgt
aus

b;a und |an—b|<b;a

b—a=1b—a|l <|b—ap|+|a,—a| <b—a, Widerspruch!

lan, —al <

Satz 4.36. Fine konvergente Folge ist beschrinkt, das heisst die Menge
{an | n € N} der Folgenglieder ist beschrdankt.

Beweis: Ausserhalb der e-Umgebung liegen nur endlich viele Folgenglieder und
fiir die Folgenglieder innerhalb der e-Umgebung gilt |a,| < |a| + €. Insgesamt
erhélt man

|an| < max{|a| + €, |ao|, . . ., lan.—1]}-

Folgen kann man addieren, multiplizieren und manchmal auch dividieren. Man
definiert
() Aan) + plba) i= Aan+piba). A p€R, (4.46)
(i) (an) - (bn) := (anbn). (4.47)

Ist a,, # 0O fiir fast alle n so definiert man

(aln) - (aln) . (4.48)

Eigenschaft (i) macht die Menge aller reellen Zahlenfolgen zu einem reellen
Vektorraum.

Die Multiplikation von Folgen ist assoziativ, kommutativ und distributiv. Die
konstante Folge (1) ist das neutrale Element.

Fiir die Grenzwerte von Summen- und Produktfolgen gilt der folgende Satz
Satz 4.37. Es konvergiere (ay) — a und (b,) — b. Dann gilt

(i) Die Grenzwertbildung ist linear, das heisst A(an) + (by) — Aa + ub.
(ii) Die Grenzwertbildung ist multiplikativ, das heisst (ay)(by,) — ab.

(iii) Ist b # 0, so ist b, # 0 fir fast alle n und es gilt (é) — %.
Beweis: (i) Sei € > 0. Wir haben zu zeigen, dass es einen Index N, gibt, sodass
fiir alle n > N, gilt

|(Aan + pbyn) — (Aa + ub)| < e.

Da (ay) und (by,) konvergent sind wéihlen wir N, so, dass gilt
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lan, —al <n wobei 7 = ﬁ und

€

|bp, —b] <& wobel £ = :
2|l

Dann folgt mit der Dreiecksungleichung
[(Aan + pbn) — (Aa + pb)| < [Af|an — af + |u] [bn — b <e.

Die Beweise von (ii) und (iii) sind analog und man findet sie zum Beispiel in
[81], Seite 31.

Diesen Satz kann man nun zum Beweis der Konvergenz und zur Berechnung
des Grenzwertes einer Folge (a,) verwenden indem man den Ausdruck a, in
einfachere Ausdriicke zerlegt, deren Konvergenz unmittelbar einsichtig ist oder
bereits bewiesen wurde.

Beispiel:

8n?+Tn+6 8+T7r +6-;
4n? +3n+5  4+3L+5L

— 2,

da % und # Nullfolgen sind (man dividiert durch die héchste Potenz des Nen-
ners).

Einige Beispiele konvergenter Folgen (siehe [86], Seite 42)

<1>—>0, s>0,5€Q,

nS

(Va) =1, a>0,a€R,

(¥/n) — 1, (4.49)

(¢") =0, ¢/ <1,q€eR,

Z’I’L

nk
() —0, keN/z|>1z€eC.

Ist (a,) eine Folge und (ny) eine Folge natiirlicher Zahlen mit ng < ny,..., so
heisst die Folge (an,) = (@ngy, an,, .. .) eine Teilfolge von (a,). Zum Beispiel ist
die Folge (2n) eine Teilfolge der Folge (n).

Ist (a,) konvergent, so ist auch jede Teilfolge konvergent mit demselben Grenz-
wert. Allgemein gilt:

Satz 4.38. FEs seilima, = a und p : N — N injektiv, dann ist
lim (a,@,)) = a. (4.50)

n—oo
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Es darf also beliebig umgeordnet werden.
Beweis in [81], Seite 32.

Die Grenzwertbildung iibertrigt sich auf die Ordnung in R in folgender Form:

Satz 4.39. Sind (a,) und (b,) konvergente Folgen und ist a,, < b, oder a, < by,
fir fast alle n, so gilt fiir die Grenzwerte lim a,, < limb,,.

Beweis durch Widerspruch: Es sei (a,) — a und (b,) — b. Annahme a > b.

Man wéhle € = “T_b. Dann folgt
da lan, —a| <€ und |bp, — b| < €
a—b a+b a—1b

bp <b+e=b+

=a—e€<a, Widerspruch!.

2 2

Bisher haben wir die Konvergenz einer Folge dadurch bewiesen, dass wir den
Grenzwert angegeben haben und die in der Definition der Konvergenz geforderte
Abschitzung nachgewiesen haben. Meist ist die Angabe des Grenzwertes gar
nicht moglich, sondern dieser wird erst durch eine Folge oder Reihe definiert
und man braucht daher Konvergenzkriterien die ohne Angabe des Grenzwertes
auskommen.

Definition 4.40. Eine Folge (a,) heisst:

(i) monoton wachsend, wenn a, < ap41,

(i) monoton fallend, wenn a, > apy1,

(iii) streng monoton wachsend, wenn a, < an41,
(iv) streng monoton fallend, wenn an > apy1.

Satz 4.41. Eine monoton wachsende nach oben beschrinkte reelle(!) Folge kon-
vergiert. Analog gilt: Eine monoton fallende nach unten beschrinkte reelle Folge
konvergiert.

Mit diesem Satz kann man nun die Konvergenz der Folgen (z. B. [79], Seite

113ff)
1 n
und
an 1
Ap4+1 = ? + a77 apg = 2 (452)
mn

nachweisen indem man Beschrianktheit und Monotonie (z. B. mit vollstédndiger
Induktion) beweist.
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Mit Mathematica:

Beispiel 1: Wir definieren die Folge

1
In[43]:=a[n] = (1 + =)"
n

und lassen uns dann die gesuchten Folgenglieder ausgeben:

In[44]:=N[{a[2], a[3], a[10], a[100], a[1000], a[10000] }]

Out [441={2.25, 2.37037, 2.59374, 2.70481, 2.71692, 2.71815}

Erinnern Sie sich, dass der Befehl N[...] nur bewirkt, dass das Ergebnis nu-
merisch angezeigt wird. Der Grenzwert kann in Mathematica mit dem Befehl
Limit ausgerechnet werden:

In[45]:=Limit[a[n],n — o0

Out [45]=€

Der numerische Wert von e ist:

In[46] :=N[e]
Out [46]=2.71828

Der Pfeil —, das Symbol co und die Konstante e werden in Mathematica entwe-
der iiber die Palette oder iiber die Tastatur als =>, Infinity bzw. E eingegeben.

Beispiel 2: Das erste Folgenglied ist vorgegeben (bzw. wir haben es als Start-
wert gewéhlt): a; = 2. Das Bildungsgesetz fiir das n-te Folgenglied enthilt das
vorhergehende Folgenglied: a,, = %(%-1 + ), n > 2.
Mit Mathematica kénnen wir

1 2
In[47]:=all] = 2,; ajn| := 5 (a[n -1+ a[n—1]>
definieren und wieder die ersten Folgenglieder berechnen:

an—1

In(48]:={a[1], a[2], a[3], a[4], a[5]}
out[48]={2.,1.5,1.41667,1.41422,1.41421}

Hier muss a[n-] mit einem ,,:=* definiert werden, wodurch Mathematica angewiesen wird, die rechte
Seite von ,,:=“ nicht gleich, sondern erst bei Angabe einer konkreten Zahl n auszuwerten. Beachten
Sie, dass ein Startwert a; angegeben werden muss. Wenn Mathematica a, berechnet, so driickt es
gemaiss dem Bildungsgesetz a,, durch a,—_1 aus. Das geschieht so lange, bis es auf den Startwert trifft.

Wurde dieser nicht angegeben, so bricht Mathematica mit einem Fehler ab.

Satz 4.42. Jede Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis: [81], Seite 43.

Als Anwendung dieses kleinen Satzes folgt der Satz von Bolzano-Weierstrass:
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Satz 4.43. Jede beschrdnkte reelle Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Man wihle eine monotone Teilfolge nach Satz Da auch diese be-
schrankt ist, folgt mit Satz die Existenz einer konvergenten Teilfolge.

Definition 4.44. Fin Punkt a € R heisst Hiufungspunkt der Folge (ay,), wenn
es eine Teilfolge von (a,) gibt die gegen a konvergiert.

Eine beschriankte Folge hat daher mindestens einen Haufungspunkt und eine
konvergente Folge besitzt genau einen Haufungspunkt.

Ist a ein Haufungspunkt, so enthélt jede Umgebung von a unendlich viele a,.

Beispiel:

4.8.1. Uneigentliche Konvergenz. (Siche [86], Seite 54)

Um gewissen divergenten Folgen in R wenigstens einen uneigentlichen Grenz-
wert zuordnen zu konnen, erweitert man R um zwei Elemente zu R := R U
{_007 OO}

Definition 4.45. Eine Folge (a,) in R konvergiert gegen oo (bzw. —00), wenn
es zu jedem K > 0 eine Zahl N € N gibt, sodass fir alle n > Nk gilt:

anp > K (bzw. an < —K).

Beispiel: (a™) konvergiert in R fiir a > 1 gegen co und divergiert fiir a < —1.

Definition 4.46. Es sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Dann heisst die Zahl
ceR
c = limsup a, = inf{z | a, < z fiir fast alle n} =: lim a,
n—oo

der Limes superior oder oberer Haufungspunkt von (a,). Analog ist der Limes
inferior oder untere Haufungspunkt von (a,) definiert

liminf a, := sup{z | a, > z fir fast alle n} =: lim a,,
n—0o0

Eng verwandt mit dem Begriff Folge ist der Begriff Reihe. Eigentlich handelt
es sich um dieselbe Sache nur in anderer Formulierung.
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Definition 4.47. Es sei (ay) eine reelle Folge. Die Folge (A,) der Summen

Ay = Zak (4.53)
k=0

heisst Reihe mit den Gliedern a; und wird mit Z,;";O ay bezeichnet. Man nennt
A, die n-te Partialsumme der Reihe. Oft beginnt die Summation bei einer be-
liebigen ganzen Zahl ko. Konvergiert die Reihe (d. h. konvergiert die Folge der
Partialsummen,), so bezeichnet man auch den Grenzwert mity ;- a und nennt
ihn die Summe der Reihe.

Jede Folge (A,,) lisst sich als Reihe schreiben: ag = Ao, an, = A, — Ap—1,n > 0.

Beispiel 1: Eine Reihe bei der die Differenz ax11 — ax = d konstant ist, heisst
arithmetische Reihe. Die arithmetische Reihe ist bestimmt divergent.

Ubung: Man berechne die n-te Partialsumme der arithmetischen Reihe.

oo

Beispiel 2: Die Reihe Y 2, 2 € R heisst geometrische Reihe. Bei der geo-
k=0

metrischen Reihe ist der Quotient al‘;—:l = z konstant. Es gilt:

(i) Fiir |z| > 1 ist die geometrische Reihe divergent.

& 1
(ii) Fiir |x| < 1 ist die geometrischen Reihe konvergent > z¥F = T
k=0 -7

Beweis: Fiir |z| < 1 gilt
l+az+a22+ 2" =A,,

z+a+at " =24,

1—z"t = A, — z4,,
1_:L,n+1
A, = —
mn 1_:1:_ Y
1
lim A, = .
k:ig)lo "1z

Beispiel 3: Man berechne die n-te Partialsumme der Reihe

> 1
; CES (4.54)

Satz 4.48. Ist eine Reihe ;- ai konvergent, so ist (ay) eine Nullfolge.
Beweis: Ist A, =Y ;_,ar und a = lim,_,o Ay, so gilt: (ax) = (A — Ag—1) —
a—a=0.

Die Umkehrung ist aber falsch denn die harmonische Reihe > 7 % ist diver-
gent, obwohl die Glieder % eine Nullfolge bilden.
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4.8.2. Konvergenzsitze. Sitze iiber Folgen lassen sich als Sétze {iber Reihen
und umgekehrt schreiben. Zum Beispiel folgt aus Satz [4.37] sofort der entspre-
chende Satz fiir Reihen

Satz 4.49. Sind die Reihen ;- ci und Y- di konvergent, so gilt

S e +pde) =A> cp+pd dp, ApeR (4.55)
k=0 k=0 k=0

Eine Reihe heisst beschriankt, wenn die Folge der Partialsummen beschrankt
ist.
Die Beschranktheit einer Reihe priift man nach indem man sie mit einer Reihe
vergleicht iiber deren Konvergenzverhalten man Bescheid weif3.
Satz 4.50. Majorantenkriterium. Es sei Y .~ a, eine konvergente Reihe
mit ap > 0 fir alle n. Und (¢cy,) eine Folge mit

0 <c¢p < ay fir allen (4.56)

dann konvergiert Yo" ¢, und Y 7 an heisst Majorante von Y7 cp.
Beispiel: es gilt

1 1
<
k12" k(k+1)

k>0

und daher

Weitere Anwendungen des Majorantenkriterium sind die folgenden Sétze.

Satz 4.51. (Verdichtungslemma von Cauchy) Es sei (¢,) eine nichtnegative
reelle monoton fallende Folge. Dann konvergiert > " ¢, genau dann, wenn
Yoo 2 con konvergiert.

Beweis: [81], Seite 40.

oo
Beispiel: Die Reihe ) n% ist genau dann konvergent, wenn o« > 1 ist.
n=1

o0
Die harmonische Reihe % divergiert daher. Fiir o = 2 ergibt sich
n=1

RIS S S s
22 32 42 6
Die wichtigste Vergleichsreihe fiir das Majorantenkriterium ist die geometrische
Reihe. Damit erhélt man das
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Satz 4.52. (Quotientenkriterium) Es sei ¢, > 0, und es existiere eine Zahl

o0
¥ < 1, sodass cn1 < V¢, fir fast alle n. Dann konvergiert » . ¢p,.
n=0
Beispiel: Die Reihe
o xn
> 5 (=ep() (4.57)
n=0

konvergiert fiir jedes x > 0.

Satz 4.53. (Wurzelkriterium) Es sei ¢, > 0, und es ezistiere eine Zahl ¥ < 1,
oo

sodass {/c, < U fir fast alle n. Dann konvergiert » cp. Ist {/c, > 1 fir
n=0

o0
unendlich viele n, so divergiert Y cp.
n=0

Das Wurzelkriterium ist genauer als das Quotientenkriterium, aber das Quoti-

entenkriterium ist einfacher anzuwenden. Beide Kriterien versagen jedoch bei
o0

der Reihe )~ L.
n=0

FEine Reihe deren Glieder abwechselnd positiv und negativ sind heisst alter-

nierende Reihe.

Satz 4.54. (Leibnizkriterium) Sei a, > 0 eine monoton fallende Nullfolge.
[e.°]

Dann konvergiert die alternierende Reihe > (—1)"ay,.
n=0

Anwendung: Folgende Reihen sind konvergent:
1 1 1

o s o2 —1og2
N 08 %
111, K
375 7 B

Das Leibnizkriterium beweist aber nur die Konvergenz. Die Berechnung dieser
Grenzwerte erfolgt spéter.

4.8.3. Cauchyfolgen. In der Definition der Konvergenz einer Folge in Defi-
nition 4.30] war die Angabe des Grenzwertes notwendig. Wir geben nun eine
Definition die ohne die Angabe des Grenzwertes auskommt.

Definition 4.55. Eine Folge (a,) heisst Cauchy-Folge falls zu jeder reellen
Zahl € > 0 eine Zahl N, € N existiert, sodass

lan — am| < € (4.58)

fiir alle Indizes n,m > N¢ ist.
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Allgemein gilt:
Satz 4.56. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: [81], Seite 46

Anmerkung: (1) Fiir reelle Zahlenfolgen bedeutet dies, dass eine Folge ge-
nau dann konvergiert, wenn sie ein Cauchy-Folge ist. (Die reellen Zahlen sind
vollstindig.)

(2) Betrachtet man Folgen in Q, die gegen eine nicht-rationale Zahl konvergie-
ren, so kann man nachweisen, dass sie Cauchy-Folgen sind. Die Definition
ist in diesem Fall nicht anwendbar, da der Grenzwert ja nicht in Q liegt.

(3) Man kann daher die reellen Zahlen auch als Aquivalenzklassen von Cauchy-
folgen einfiihren.

Man kann die Konvergenz einer Folge dadurch zeigen indem man nachweist,
dass sie eine Cauchy-Folge ist und braucht daher den Grenzwert nicht anzuge-
ben.

Angewendet auf Reihen ergibt das Cauchy-Kriterium

Satz 4.57. Fine Reihe Y. ¢y ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem
€ >0 ein me € N gibt, sodass fiir alle k € N gilt
me+k

‘ch|<e.

n=me

Definition 4.58. Eine Reihe Y . ¢, heisst absolut konvergent, wenn die Rei-
he der Betrige Y - |cn| konvergiert.

Eine absolut konvergente Reihe ist daher konvergent.
Auch konvergiert absolut und konvergiert daher fiir z € R.

Ist (c,) beliebig, so heisst ) a, eine Majorante von ) c¢,, wenn »_ a, eine
Majorante der positiven Reihe > |¢,| ist. Die Konvergenzkriterien fiir positive
Reihen liefern daher unmittelbar Kriterien fiir die absolute Konvergenz.

Beispiel: Ist (ay) beschrinkt, so konvergiert die Reihe

(o9}
Z apz” (4.59)
k=0

fiir alle z € R mit |z| < 1 absolut.
Anwendung: Dezimalentwicklung einer irrationalen Zahl.

Absolut konvergente Reihen lassen sich beliebig umordnen ohne das sich der
Grenzwert dndert.
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Satz 4.59. Es sei Y, ¢ absolut konvergent, und es sei p : N — N bijektiv.
Dann konvergiert Y~ Cp(k) absolut gegen denselben Grenzwert.

Beweis: [81], Seite 49.

Fiir nicht absolut konvergente Reihen gilt gerade das ,,Gegenteil“ von Satz

Satz 4.60. Es sei Yy, ¢, konvergent aber nicht absolut konvergent und x € R
beliebig. Dann existiert eine Umordnung p : N — N, sodass Y r- Co(k) = T

Beweis: [81], Seite 50.

D. h. man kann bei bedingt konvergenten Reihen durch Umordnung erreichen,
dass der Grenzwert eine beliebige Zahl ist.

Fiir absolut konvergente Reihen kann ihr Produkt auf folgende Weise berechnet
werden.

Satz 4.61. (Cauchy-Produkt von Reihen). Es seien > o ar und Y oo by ab-
solut konvergente Reihen. Fir n € N definiert man

n
Cn = Z agbp—r = aobp + arb,—1 + - - - apbo.
k=0

Dann ist auch die Reihe Y cn absolut konvergent und es gilt
den=|>a;]- (Z bk> . (4.60)
n=0 j=0 k=0

Beweis: [83], Seite 74.
Beispiel: Es gilt exp(z) exp(y) = exp(z + y).
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4.9. Ubung

(1) Man bestimme den Grenzwert a der Folge (a,),n € N (falls konver-
gent) und ein N, € N, sodaf} |a,, —a| < ¢ fiir n > N, wobei (i) ¢ = 1072,
(ii) € beliebig gilt.
n

W=
n_
b —
(b) an 3n—|—27
n—mn
(c) an = n2§|—1
n
d) a. —
()an n—+1
@) 1—2n%—4n
e)ay = —F———"—"—.
" on242n+1

(2) Man bestimme den Grenzwert a der Folge (a,).
Anmerkung: Grenzwertbildung und allgemeine Potenz sind vertausch-
bar, d. h. lim (f(n))q = (lim f(n))q,q € Q.
Hinweis: Hat der Ausdruck (a — b) die Form (co — 00) so ist meist die
Umformung (a — b) * (a +b)/(a + b) = (a®> — v?)/(a + b) von Nutzen.

_ 3n? —b5n+7

- —9n2+6n—3

(b) an=vn+1—y/n

(¢) an =vVn2+2n+3—+vn2—2n+2

(

(a) an

1
n = 1+-—-1
(€) an = n(y/1+ - —1)
4" + 1
f) a, =
() an = —
(g) an = nn3(3n+5)
1
h) an = (14 =)™
e = (1% 5)
. . n 3
(i) an (3n—|—1)
. 8 +9n3+7
(J)an_ 6
n®+3n—3
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(3) (*) Man bestimme den Grenzwert a der Folgen (a,).

anp = Ya, a>0, an = {Un, an:(l—i—%)n, z> 0.

(4) Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz. (Hinweis: Man
mache die Probe mit Mathematica.)

n+1 n? —5n + 2 > 11
Y ) _1n - )
;:02714-1 ;( n? ) ;( ) (\/ﬁ n)

(5) Man berechne den Grenzwert der Reihen

[e.@] 1 oo
kgt gl < 1.

n=1






Kapritel 5

Lineare Algebra und
analytische (Geometrie

Die Standardeinfiihrungen zur linearen Algebra sind [64], [66], [60] oder [59],
wobei [66] die Grundlagen am knappesten, aber dennoch vollsténdig presen-
tiert. Aber auch [24], [88] Band 2 oder [18] enthalten die grundlegenden Tatsa-
chen. Spezielle Biicher fiir Informatiker sind [72], [73] und [70]. Zur Vertiefung
sei auf [67] und [77] verwiesen.

Online verflighar ist zum Beispiel [74] http://www.math.ethz.ch/~stammb/
oder die Vorlesung von G. Strang [76] http://web.mit.edu/18.06/www/ mit
videos http://web.mit.edu/18.06/www/Video/video-fall-99-new.html
(Real Player) und Mathematica notebooks auf
http://library.wolfram.com/infocenter/MathSource/546/.

Wir orientieren uns am Buch von Klaus Jénich [66], Lineare Algebra, Springer
Verlag (2000).

Wir haben im Kapitel 3 die algebraische Struktur eines Vektorraumes iiber
einem Korper K eingefiihrt, wobei wir fiir K den Korper R, C oder Z, wihlen.

Die Struktur eines Vektorraumes bildet die Grundlagen der linearen Algebra.

Anmerkung: Wir schreiben im allgemeinen Vektoren ohne Pfeil ™. Wenn es
jedoch fiir die Klarheit der Darstellung niitzlich erscheint, verwenden wir ge-
legentlich den Pfeil 7, zum Beispiel zur Unterscheidung von Null 0 und dem
Nullvektor O.
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5.1. Untervektorraume

Ist V ein Vektorraum, so kann man eine beliebige Teilmenge U C V betrach-
ten. Man kann beliebige Elemente von U miteinander addieren oder mit einem
Element von K multiplizieren, aber es wird im allgemeinen nicht so sein, dass
fiir zwei beliebige Elemente a,b € U auch ihre Summe a + b in U ist. U wird
daher im allgemeinen kein Vektorraum sein.

Definition 5.1. Gegeben sei ein Vektorraum V. Ist U C V' so heisst U Unter-
vektorraum von V, wenn U # () und fiir alle a,b € U und X € K gilt:

a+beU, lael.

Untervektorrdume nennt man auch noch lineare Teilrdume.

Es gilt: Ist U ein Untervektorraum von V', dann ist auch der Nullvektor von V
und mit jedem Vektor a € U auch der inverse Vektor —a in U enthalten, da
0-a=0und (-1)-a= —a.

Beweis: Wir beweisen, dass aus den Axiomen eines abstrakten Vektorraumes
folgt

0-a=(0+0)-da=0-a+0-d,
da 0+ 0 = 0 ist. Inverser Vektor und Assoziativitdt der Vektoraddition ergeben
0=0-@+(—0-@)=(0-d+0-@+(-0-a@)=0-a.
Punkt (ii) folgt mit 1-d = @ aus
0=0-d=(1+4(-1)-@d=a+(-1)-d=a+(-d). O

Satz 5.2. Ist U ein Untervektorraum von V', so bildet U einen Vektorraum
tber K, wobei die Vektoraddition und Skalarmultiplikation durch V' gegeben ist.

Triviale Fille von Unterriumen sind U = V und U = {0}.

Der mengentheoretische Durchschnitt zweier Untervektorrdume bildet wieder
einen Untervektorraum.

Beispiele: Wie schauen die nichttrivialen Untervektorrdume des R? oder des R3
aus?
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5.2. Dimensionen

Es sei V' ein Vektorraum iiber K und vi,v2,...,0, € V, A1, Ae,..., A € K.
Dann nennt man

,
Z)\jvj = A\vp + -+ Aoy
j=1

eine Linearkombination der Vektoren vy, va, ..., v,.

Definition 5.3. Sei vy, v9,...,v, € V. Die Menge

L(vi,ve,...,v) == { o1 + -+ Aoy | Aj €K} (5.1)
aller mdéglichen Linearkombination von r festen Vektoren nennt man die lineare
Hiille des r-tupels (v1,ve,...,v,) von Vektoren. Fir die lineare Hiille des 0-

tupels setzt man L(0) = {0}.

Anmerkung: Manche Autoren wihlen in der Definition der linearen Hiille
nicht ein r-tupel, sondern eine ungeordnete Menge von r Vektoren.

Da die Summe zweier Linearkombinationen von (v1,vs,...,v,) wieder eine Li-
nearkombination von (vi,vs,...,v,) ist und auch das A-fache einer Linearkom-
binationen von (v1,ve,...,v,) wieder eine solche ist, gilt

Satz 5.4. Die lineare Hiille L(v1,va, . ..,v,) bildet einen Untervektorraum von
V.

Beispiel: Wie schaut die lineare Hiille eines Vektors (zweier paralleler, nicht
paralleler Vektoren) im R? oder R3 aus?

Ein rtupel (v1,vg,...,v,) heisst linear abhéngig, wenn man mindestens einen
Vektor als Linearkombination der anderen schreiben kann, ansonsten heisst es
linear unabhéngig.

Zur Definition des Begriffes linear abhdngig wéhlen wir jedoch folgende zweckmés-
sigere Definition und zeigen anschliessend ihre Gleichwertigkeit.

Definition 5.5. Es sei V' ein Vektorraum dber K. Ein r-tupel (vi,ve,...,v,)
von Vektoren in V' heisst linear unabhéngig, wenn eine Linearkombination von
(vi,v2,...,v,) nur dann Null sein kann, wenn alle Koeffizienten \; Null sind,
d. h. aus

Z Ajvj = Mv1 + Ava + -+ Avp =0 (5.2)
j=1

folgt stets
AM=X=---=)\=0. (5.3)
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Das 0-tupel ist per Definition linear unabhdng.

Satz 5.6. (v1,vs,...,v,) ist genau dann linear unabhdngig, wenn keiner dieser
Vektoren als Linearkombination der anderen darstellbar ist.

Beweis:

(i) Wir zeigen zuerst, dass aus (vq,ve,...,v,) ist linear unabhéngig folgt, dass
kein Vektor v; eine Linearkombination der anderen Vektoren ist, indem wir
dazu einen Widerspruch konstruieren.

Wir nehmen also an es gidbe eine Vektor v; der sich als Linearkombination
darstellen lésst, d. h.

.
v = Z AUk = AMU1 4 -+ Aj_10j-1 + XNjr10j41 + -+ Aoy
k=1
W]
Umformen ergibt
At 4+ Nmvio1 + (1) v + N+ Ao =0,

was im Widerspruch zur Tatsache steht, dass alle A\;,j = 1,...,r gleich Null
sein miissen.

(ii) Wir zeigen nun die Umkehrung, d. h. aus kein Vektor v; ist eine Linearkom-
bination der anderen Vektoren folgt (v1, ve,...,v,) ist linear unabhiingig durch
Widerspruch.

Wir nehmen also an, kein Vektor v; ist eine Linearkombination der anderen
Vektoren aber (vi,vg,...,v,) sei dennoch linear abhéngig, d. h.

A1 4 Agvg + - 4 A = 0,

wobei mindenstens ein A; ungleich Null ist. Dann kénnen wir wie folgt umfor-
men und erhalten

B DAY = DN, DA (0

7 Aj 1 Aj 7—1 )\j j+1 )\j T
was im Widerspruch zur Annahme ist, dass kein Vektor v; eine Linearkombi-
nation der anderen Vektoren ist. ]
Definition 5.7. Es sei V ein Vektorraum iber K. Ein r-tupel (vi,ve,...,v;)

von Vektoren in V heisst Basis, wenn es linear unabhdng ist und fir die lineare
Hiille L(vy,va,...,v,) =V gilt.

Ist (v1,ve,...,v,) eine Basis, so kann man jeden Vektor auf genau eine Weise als
Linearkombination dieser Vektoren schreiben. Der Vektoraum wird sozusagen
von den Basisvektoren vollstéindig erzeugt.
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Satz 5.8. Ist (v1,ve,...,v,) eine Basis von V, dann gibt es zu jedem Vektor
v € V genau ein n-tupel von Zahlen (A1,...,\,) € K", fiir welches gilt

V=AU + ...+ AUy

Beweis: [66], Seite 59.
Wir definieren im Vektoraum K" die kanonische Basis (eq,...,e,)
er = (1,0,...,0)
es =(0,1,...,0)
(5.4)
en = (0,0,...,1)

und nennt diese Vektoren oft auch Einheitsvektoren.

Anmerkung: Der Begriff Einheitsvektoren wird aber auch fiir Vektoren der
Lénge 1 verwendet. Wir haben aber bis jetzt in unseren abstrakten Vektorraum-
en noch keine Léngen eingefiihrt.

Beispiel: Man veranschauliche graphisch die kanonischen Basen fiir R', R%, R3.

Um den Begriff der Dimension eines Vektoraumes einfiihren zu kénnen benotigt
man den folgenden Satz.

Satz 5.9. Basisergénzungssatz:

Es sei V' ein Vektorraum und (vi,va, ..., Up, w1, Wa, ... ,ws) Vektoren aus V. Ist
(v1,v2,...,v,) linear unabhingig und gilt L(vi,ve,...,vp, w1, wa,...,ws) =V,
so kann man (vi,ve,...,v,) durch eventuelle Hinzunahme geeigneter Vektoren
aus (wy,we, ..., ws) zu einer Basis erginzen.

Beweis: [66], Kap. 3.4, Seite 67.

Anmerkung: In anderen Biichern wird meist der ,, Austauschsatz von Steinitz“
verwendet, der aber aus obigem Satz folgt.

Aus dem Basiserginzungssatz folgt auch das Austauschlemma.

Satz 5.10. Sind (v1,v,...,v,) und (w1, we, ..., wy,) zwei Basen eines Vektor-
raum V', so gibt es zu jedem vj ein w;, sodass aus (vi,va,...,v,) wieder eine
Basis entsteht, wenn man v; durch w; ersetzt.

Beweis: [66], Kap. 3.4, Seite 69.

Daraus ergibt sich nun unmittelbar

Satz 5.11. Sind (vy,va,...,v,) und (wi,ws,...,wy,) zwei Basen von einem
Vektorraum V' so gilt n = m.
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Beweis: Annahme n # m. Dann ersetze man in der grosseren Basis alle Vekto-
ren mit Hilfe des Austauschlemmas. Dies ergibt sofort einen Widerspruch zur
linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren in der grosseren Basis.

Da also jede Basis gleich viele Vektoren besitzt, ermdglicht dies folgende Defi-
nition

Definition 5.12. Besitzt ein Vektorraum V' eine Basis (v1,va, ... ,vy,), so heisst
n die Dimension von V. Man schreibt: dimV = n.

Die Dimension des Vektoraumes K" ist klarerweise n, weil die kanonischen Basis
die Lénge n hat.

Satz 5.13. Ist (vi,v,...,v,) ein r-tupel in V, wobei r > dimV ist, dann ist
(v1,v2,...,v,) linear abhdingig.

Es gibt auch Vektorrdume die keine endliche Basis haben, zum Beispiel sind im
Vektorraum der beschrankten Funktion auf [0, 1] die Funktionen f;

1

1, fir + <z <41
filw) = { TS T (5.5)
0, sonst

alle linear unabhéngig. Daraus folgt, dass in diesem Vektorraum keine endliche
Basis existiert.

Definition 5.14. Besitzt ein Vektorraum V' fiir kein n,0 < n < oo eine Basis,
s0 heisst V' unendlichdimensionaler Vektorraum. Man schreibt: dimV = oco.

Zum Schluss wollen wir nun noch die Dimensionen von Unterrdumen betrach-
ten.

Satz 5.15. Es gilt:
(i) Ist V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und U C V ein Unterraum,
dann ist auch U endlichdimensional.

(ii) Ist U ein Unterraum eines endlichdimensionalen Vektorraums V so ist
dimU < dimV gleichbedeutend mit U #£ V.

Um eine Formel fiir die Dimension des Durchschnitts zweier Vektorriume ange-
ben zu kénnen brauchen wir zuerst den Begriff der Summe zweier Vektorrdume.

Definition 5.16. Sind Uy, Us Untervektorrdiume von V', so heisst
U1+U2:{U1+’U2 ‘ 1 GUl,’UQEUQ} (5.6)

die Summe von Uy und Us. Die Summe ist ein Untervektorraum von V.

Damit gilt fiir die Dimension von Unterrdumen
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Satz 5.17. Sind U; und Us endlichdimensionale Unterrdume von V', so gilt
dim(U1 N UQ) =dimU; + dimU; — dim(U1 + Uz). (57)

Beispiele: V = R3,U; = R, U, = R2.
Zusammenfassung

Folgende Begriffe sollten ihnen nun bekannt sein:

Untervektorraum, Linearkombination, lineare Hiille, lineare Unabhéngigkeit (Abhéngig-
keit), Basis, Dimension.
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5.3. Ubung

(1)

Zwei Vektoren a und b im R? (die nicht parallel sind) spannen eine Ebe-
ne auf, die durch den Ursprung geht. Diese Ebene ist ein zweidimensio-
naler Untervektorraum, der aus allen Vektoren der Form v = aa + b
besteht, wobei a und S reelle Zahlen sind. Gegeben sind die nicht

1 3
parallelen Vektoren a = 2 und b = 0
—1 —4
-3
(a) Man zeige, dass v = 6 in der von a und b aufgespannten
5
Ebene liegt. Das heisst, man finde reelle Zahlen « und S, sodafl
v = aa + Fb.
5
(b) Man bestimme die Koordinate s von u = s so, dass u im
—6
von a und b erzeugten Unterraum liegt.
—2
(¢) Man zeige, dass ¢ = 1 nicht in der von a und b aufge-
3

spannten Ebene liegt. Die Vektoren a, b und ¢ sind daher linear
unabhiingig. Sie spannen den R? auf, das heisst, jeder Vektor w
aus dem R3 lisst sich in der Form w = aa + b + yc mit reellen

Zahlen «, f und v darstellen.
5
(d) Man stelle den Vektor r = [ 5 | als Linearkombination von a,

b und c dar.

Man betrachte den Vektorraum V = R2, bzw. V = R3. Ist die Menge
A; ein linearer Teilraum (Untervektorraum) von V'?

(a) Ay ={x € V| 321 — 229 = 0},

(b) Ay ={z €V | 3z — 2x9 = -2},

(c) A3 ={z €V | 3z1 — 2x9 4+ 23 = 0},

(¢c) Ay={z €V |z >0,29 >0}

Man veranschauliche die Mengen A;.

Es sei V ein reeller Vektorraum und a,b,c € V. Gelten die folgenden
Aussagen?

(a) Sind a,b linear unabhingig, dann folgt, dass auch die Vektoren
a + b,a — b linear unabhéngig sind.
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(b) Sind a, b, ¢ linear unabhéngig, dann folgt, dass auch die Vektoren
a+b,b+ c,c+ a linear unabhéingig sind.

Es sei V ein reeller Vektorraum und a, b, c,d € V. Sei
vi=a+b+c+d
vg=2a+2b+c—d
vs=a+b+3c—d
vy=a—c+d
vg = —b+4+c—d.

Man beweise, dass (vi, ..., vs) linear abhéingig sind. Es gibt einen Be-
weis bei dem man nicht rechnen muf.

Man betrachte den Vektorraum Pa[—1,1] der Polynome vom Grade
n < 2 auf [—1,1].

Py[—1,1] = {ag + a1z + as2? | ag,a1,a2 € R,z € [-1,1]}
Man zeige: das n-tupel der Vektoren (1,z,2?%) ist linear unabhiingig
und bildet daher eine Basis. Man nennt diese Basis die kanonische

Basis. Bleibt (1, ,22) eine Basis, wenn man den Vektor # durch den
Vektor x + 2 ersetzt?
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5.4. Lineare Abbildungen

Definition 5.18. FEs seien V., W Vektorrdume iber K. Eine Abbildung f : V —
W heisst linear oder Homomorphismus, wenn

flo+w) = fv) + f(w), (5.8)
fw) = Af(v) 5.9
fir alle v,w € V und A € K gilt.

Beispiele:
(i) V=W =R! also f : R — R. f(z) = 22 ist nicht linear,

(ii) auch f(x) = kx +d, k,d € R ist nicht linear, ausser d = 0. Hinweis: Ist
d # 0, so nennt man die Abbildung f(x) = kx + d daher affin linear.

(i) V =W =R?, f((x1,22,%3)) = (21 + 22 + 23,21 + 23,21 + T2).
Anmerkung: Man mache sich bewusst, dass dies eine Funktion in 3 Variablen
ist, die 3 Komponenten hat.

(iv) Man interpretiere graphisch die Eigenschaften der Linearitiit im R2.

Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W wird mit Hom(V, W)
bezeichnet. Diese Menge bildet mit den entsprechend definierten Verkniipfungen
wieder einen Vektorraum.

Definition 5.19. Es sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist Bild f =
f(V) ein Untervektorraum von W und Kern f := {v € V | f(v) = 0} ein
Untervektorraum von V.

Der Kern einer linearen Abbildung besteht aus allen Vektoren, die in den Null-
vektor abgebildet werden und wird daher auch noch Nullraum genannt. Die
Dimension dieses Raumes wird auch Defekt genannt.

Beispiel: V = W = R3 und f((z,y,2)) = (v,y,0). Dann ist das Bild dieser
Abbildung f ein zweidimensionaler Unterraum von W = R? und der Kern dieser
Abbildung f ist ein eindimensionaler Unterraum von V = R3. Eine Basis fiir
den Kern bildet der Vektor (0,0, 1).

Satz 5.20. Fine lineare Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn Kern f = 0
gilt.

Beweis: Dies folgt unmittelbar, da f(z) = f(y) wegen der Linearitit von f diese
Bedingung gleichwertig zu z — y € Kern f ist.
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Definition 5.21. Eine lineare Abbildung f : V' — W heisst ein [somorphismus,
wenn sie bijektiv ist. Ein Isomorphismus heisst Automorphismus, wenn V = W.

Satz 5.22. Ist f : V — W ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung
ein Isomorphismus.

Beweis: Es ist zwar klar, daf§ die Umkehrabbildung bijektiv ist, aber man muss
auch nachweisen, dass sie eine lineare Abbildung ist.
Es gilt
v +vg = fTH(f (o1 +v2)) = fH(F (1) + f(v2)),
M= fHf(w) = fFTHAS ().

Da f bijektiv ist gibt es zu jedem v € V ein w € W und umgekehrt. Setzt man
daher vy = f~(wy),va = f~1(ws) und v = f~1(w) erhilt man daher

FHwn) + 7 wa) = 1 (wr + wg),
A Hw) = 7 Ow),
was die Linearitéit der inversen Abbildung f~! zeigt.
Beispiel: V = R3 und W ist der Vektorraum P der Polynome vom Grade < 2.
Py = {ag + ayz + azz? | ag,a1,ay € R}.
Ein Isomorphismus f : R? — P, ist gegeben durch

(bl, bg, b3) — b1 + box + b3l’2.

Satz 5.23. Es seien V,W Vektorrdume iber K und (vy,...,vy,) eine Basis von
V.. Dann gibt es zu jedem n-tupel (w1, ..., wy) von Vektoren in W genau eine
lineare Abbildung f:V — W mit

f(vy) = wj, j=1,...,n. (5.10)

Beweis: Man beweist dabei zuerst die Eindeutigkeit und dann die Existenz
dieser Abbildung. Der Beweis ist konstruktiv und gibt ein Verfahren an um
diese Abbildung zu berechnen.

(i) Eindeutigkeit: Angenommen es gibt zwei lineare Abbildungen f und f’ mit
der Eigenschaft f(v;) = wj = f’(v;). Dann gilt fiir jeden beliebigen Vektor v,
da (vi,...,v,) eine Basis ist
f)=fovr 4 ... on) = M f(v1) + .. A f(vn)
= Mf'(0) + - A f (vn) = Mo+ - Awon) = f(v).
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(ii) Es bleibt die Existenz einer solchen Abbildung zu zeigen. Dies macht man
indem man explizit eine Abbildung hinschreibt. Sei v € beliebig, dann gilt
v = A1 + ... A\pUp. Man definiert nun f wie folgt

f(v) == Awi + ... Apgwy,. (5.11)
Es ist nun trivial zu zeigen, dass dies Abbildung f linear ist und f(vj) = w;
erfiillt. O

Es zeigt sich, dass die gesamte Information iiber eine lineare Abbildung be-
reits durch die Wirkung der Abbildung (Bildern) einer Basis gegeben ist.

Satz 5.24. Es seien V,W Vektorrdiume iber K und (v1,...,v,) eine Basis von
V. Eine lineare Abbildung f : V — W ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
(f(v1),..., f(vy)) eine Basis von W ist.

Beweis: [66], Kap. 4.1, Seite 86.

Je zwei n-dimensionale Vektorrdume iiber K sind isomorph, d. h. es existiert
ein Isomorphismus.

Definition 5.25. Es sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Ist Bild f endlich-
dimensional, dann heisst rg f := dim Bild f der Rang von f.

Satz 5.26. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum tber K und f : V. — W
eine lineare Abbildung. Dann gilt:

dim Kern f 4+ dim Bild f = n. (5.12)

Beweis: [66], Kap. 4.1, Seite 86.

Daraus folgt unmittelbar

Satz 5.27. Fine lineare Abbildung zwischen zwei Rdumen der gleichen Dimen-
ston n ist genau dann surjektiv, wenn sie injektiv ist.

5.5. Matrizen

Wir wollen nun den Begriff einer Matrix definieren.

Definition 5.28. Eine m x n-Matrix tber K ist eine Anordnung von mn FEle-
menten von K nach folgendem Schema

a1 T Aln
(5.13)

am1 - Gmn
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Die Zahlen aj, nennt man die Koeffizienten der Matriz. Die waagrecht ge-
schrieben n-tupel (aj1 - - a;n) heissen die Zeilen der Matriz und die senkrecht

alj
geschrieben m-tupel : heissen die Spalten der Matrix.
Q5

Die Menge aller m x n-Matrizen iber K wird mit M (m x n,K) bezeichnet.

(In aj, bezeichnet also j die Zeile und k die Spalte.)

Als néichstes definieren wir wie eine Matrix auf einen Vektor aus dem Raum K"
wirken soll.

Definition 5.29. FEs sei A eine m X n-Matrix und x ein Vektor x =
(z1,22,...,2y) € K". Dann wird das Produkt Az € K" folgendermassen defi-
niert.

n n n
Ar = (ZaljwjaZGZjl'j,--.,Zam]‘$]’) (514)
Jj=1 j=1 j=1

Man schreibt dies auch in der Form

ailr -+ Gin T aj1x1 + -+ aipTn
= ; . (5.15)

am1 - OGmn Tn Am1T1 + -+ AGmpTn

wobei Vektoren aus dem K™ und K™ als Spalten geschrieben werden. Ein Vektor
aus dem K¢ ist sozusagen eine s x 1-Matrix.

Eine m x n-Matrix wirkt auf eine Vektor x € K" und erzeugt daraus einen
Vektor y € K™.

Merkregel: Man kann die j-te Spalte auf der rechten Seite von ([5.15)) als skalares
Produkt des j-ten Zeilenvektors der Matrix A und des Vektors x interpretieren.

Beispiele: Man berechne Ae;, j = 1,2,3, wobei

1 2 3 1 0
A=14 5 6|, eg=10],ea=11],e3=1{0
7 8 9 0 1

Der folgende Satz zeigt nun den Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen
Abbildungen von K™ — K™,
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Satz 5.30. Es sei A € M(m x n,K). Dann ist die Abbildung
A K" - K™
x— Ax (5.16)

linear, und umgekehrt ist f : K" — K™ eine lineare Abbildung, dann gibt es
eine Matriz A € M(m x n,K) mit f(x) = Ax fir alle x € K".

Beweis: Dass A(z + y) = A(z) + A(y) und A(Ax) = A(Ax) erfiillt ist, folgt
unmittelbar aus der Definition dieser Abbildung.

Es bleibt also die Umkehrung zu zeigen, d. h. man muss zeigen: zu jeder linearen
Abbildung f gibt es eine Matrix A, sodass gilt Az = f(x) fiir alle z € K.

(i) Eindeutigkeit

Es seien A und B zwei Matrizen mit f(x) = Az = Bz. Man betrachtet zuerst
die Wirkung der Abbildung f auf die Einheitsvektoren e;. Dann gilt auch Ae; =
Bej. Da aber Ae; genau die j-Spalte von A liefert und auch das gleiche fiir Be;

gilt, miissen beide Spalten identisch sein und da dies fiir jede Spalte gilt, miissen
daher alle Koeffizienten von A mit denen von B {ibereinstimmen.

(ii) Existenz
Man betrachtet nun die Abbildung der Einheitsvektoren f(e;) := v;
V1,5
flej) i=wvj =
Um,j
und nimmt diese Bildvektoren zur Definition der Spalten der Matrix A
Uil ot Ui
A=
Umi  Vmn

Dann gilt auf den Einheitsvektoren Ae; = f(e;). Durch die Linearitdt setzt sich
dies fiir beliebige Vektoren fort.

Ax = A(/\lel + - )\nen) = f(/\lel + )\nen) = f(l')
]

Merkregel: Die Bilder der “Einheitsvektoren” sind die Spalten von A, oder
anders ausgedriickt: der Bildraum ist die lineare Hiille der Spaltenvektoren der
Matrix A.

Um diesen Satz ganz allgemein fiir beliebige Vektorrdume benutzbar zu machen
definieren wir
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Definition 5.31. Ist V' ein Vektorraum iber K, und ist (vy,...,vy,) eine Basis,
so nennt man die Abbildung P, . ..
Q) K=V
()\1,...,)\n)’—>)\1U1+...+)\nvn (5.17)

den kanonischen Basisisomorphismus.

Wegen Satz und Satz ist der kanonische Basisisomorphismus ge-
nau der Isomorphismus der die Einheitsvektoren in K™ eindeutig auf die Basis
(v1,...,v,) abbildet.

Damit kann man nun jeder linearen Abbildung zwischen zwei beliebigen (end-
lichdimensionalen) Vektorrdumen eine Matrix zuordnen.

Definition 5.32. Es sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen Vek-

torrdumen dber K, und (vi,...,v,) und (wi,...,wy) seien Basen fir V bzw.
W. Dann heisst die durch A = <I>(_u}1 ) © J o @, v, bestimmie Matriz

A e M(m x n,K) die zu f beziiglich der beiden gewdihlten Basen gehérige Ma-
triz.

Umgekehrt ergibt sich f = @y, )0 A0 <I>(*vi on)’ Man veranschaulicht dies

in einem sogenannten kommutativen Diagramm
n A m
K* — K

Poy,..., vn)l lq’(wl ,,,,, wim) (518)

-----

Anmerkung: Fiir eine feste Abbildung f existieren viele Moglichkeiten einer
Matrixdarstellung, da jede Anderung der Basis zu einer anderen Matrix fiihrt.

Beispiel: In einem Vektorraum von Funktionen ist das Abbleiten eine lineare
Abbildung, denn es gilt fiir zwei Funktionen f, g

(i) (f+9)=f+g und

(ii) (Af) = Af"
Zusammenfassung
Folgende Begriffe sollten ihnen nun bekannt sein:

Lineare Abbildung, Kern, Bild, Rang, Defekt, Isomorphismus,
Matrix, Satz Satz




142

5. Lineare Algebra und analytische Geometrie

5.6. Ubung

(1)

(4)

Essei V = W = R? und die Abbildungen f, g : R? — R3, seien gegeben
durch

(a) f((wb z2, $3)) = (.ﬁUl, x2, 0)7

(b) g((x1,22,23)) = (z1 + 222, x2 + x3, 23 — 1 — 3T2).

Man zeige, dass f und g linear sind und berechne die dazugehorige
Matrix A. Ist f oder g ein Isomorphismus?

Man betrachte den Vektorraum P3 der Polynome vom Grade n < 3.
Py = {ap + arz + azz® + azz® | ag, a1, az,a3 € R}
Man zeige, dass die Abbildung f: Ps — P
dv
flo)=—
linear ist (es gilt (") = na"!.) Was ist der Kern dieser Abbildung?

Es sei P, der Vektorraum der Polynome vom Grade < n. Man bestim-
me die Matrix der linearen Abbildung

(a) f: P3 — Py, p(x) — (2 — x)p(x) beziiglich der kanonischen
Basen,

(b) g: P3s — Py, p(x) — dp;l(a:) beziiglich der kanonischen Basen,
x
d 2
(¢) h: Py — P3, p(x) — ((x—f—d)Ma:)) beziiglich der kanonischen
x
Basen.
Man berechne den Kern der Abbildung 4 : R? — R? und B : R® — R%.
Lz R
A=|(4 5 6|, B=
78 9 1 2 2 7
2 4 1 5
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Ergédnzung
5.6.1. (*) Quotientenriume. Ist U C V ein Untervektorraum eines Vektor-
raumes V', so kann man auf V eine Aquivalenzrelation durch

xRy wenn z—yeU (5.19)

erkliren. Die Aquivalenzklassen heissen Nebenklassen (oder auch affine Teilriume
von V') und haben die Form

xr4+U=[z]={z+u|ueU}. (5.20)

Die Nebenklassen sind keine Untervektorrdume.

Abbildung 5.1. affine Teilrdume

Die Menge aller Nebenklassen kann man mit folgenden Verkniipfungen zu einem
Vektorraum machen

(z+U)+Wy+U):=(z+y)+U,
Mo +U) = Ao+, (5.21)
den man als Quotientenraum V/U bezeichnet; V/U = {zx + U | x € V}.
Es gilt: dim(V/U) = dimV — dim U.

Die Abbildung 7 : V. — V/U,v — v + U mit Kernm = U nennt man die
(kanonische) Projektion der Quotientenbildung.

Diese Konstruktion ermdglicht es auf einfache Weise neue Vektorrdume zu kon-
struieren.

Mehr iiber Quotientenrdume findet man z. B. in [64], Seite 107ff.
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5.7. Matrizenrechnung

Statt

air - Qi
A= : : (5.22)
m1  *°° Gmn
schreiben wir auch A = (a;i)}Z, oder kuwrz A = (a;).

Die Addition von Matrizen und die Multiplikation mit Skalaren erfolgt koeffi-
zientenweise, wie bei r-tupeln.

Definition 5.33. Sind (a;i), (bjx) € M(m x n,K) und X € K, so ist die Addi-
tion und Skalarmultiplikation folgenderweise definiert
(ajk) + (bjk) := (@ + bjx) € M(m x n,K),
Aajk) = (Aaji) € M(m x n,K). (5.23)

Damit gilt (A + B)x = Az + Bx und (A)z = A\(Az).

Die Menge der Matrizen M (m x n,K) bildet mit diesen zwei Verkniipfungen
einen Vektorraum iiber K der Dimension m - n. Es ist iiblich eine Matrix A €
M(m x n,K) und die zugehérige lineare Abbildung K" — K™ mit demselben
Buchstaben zu bezeichen, also A : K" — K.

Die Abbildung M (m x n,K) — Hom(K",K™), die dadurch definiert ist, dass
man jeder Matrix A die lineare Abbildung K" — K", x — Ax zuordnet, ist ein
Isomorphismus der Vektorraume.

Um nun die Multiplikation von zwei Matrizen zu definieren machen wir folgen-
de Uberlegung. Die Verkniipfung von zwei Abbildungen ist wohldefiniert. Da
Matrizen lineare Abbildungen (zugeordnet) sind, werden wir die Produktma-
trix genau so definieren, dass sie der Matrix der Verkniipfung von zwei linearen
Abbildungen entspricht. Also so, dass (AB)z = A(Bz) gilt

A: K"K ,B: K" - K° AB:K"—+K" (5.24)
wobel s = m sein muss.

Um nun eine Formel fiir AB zu bestimmen, muss man einfach nur das Bild des
k-ten Einheitsvektors berechnen

e — Bey — A(Bey). (5.25)

Dies ergibt die k-te Spalte von AB, also
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0 b1 a11big + -+ a1mbmi
Il—] ¢ |~ : . (5.26)
0 bmk arlblk +---+ armbmk

Das j-te Element der k-ten Spalte von AB ist daher gleich ;" | a;sbe.

Definition 5.34. Sind (aj;) € M(r x m,K) und (bjr) € M(m x n,K), so ist
das (Matrix)-Produkt AB € M (r x n,K) folgenderweise definiert

AB = <Z aﬂbgk) . (5.27)

=1 g k=1

Wir haben damit das Matrizenprodukt so definiert, dass es genau der Zusam-
mensetzung der zugehorigen linearen Abbildungen entspricht.

Kt —B_, gm

l A (5.28)
K".
Dasselbe gilt auch fiir beliebige lineare Abbildungen f, g, die mittels des kano-

nischen Basisisomorphismus durch Matrizen dargestellt werden, d. h., dass die
Matrix AB genau der linearen Abbildung g o f entspricht

B A

K™ K™ > K"
q>(v1 ,,,,, U’,L)J, lq)(wl AAAAA wm) J{q)(yl AAAAA yr) (529)
v Low 2.y

Merkregel zur Matrizenmultiplikation: Das Element (AB);j erhélt man, wenn
man den j-ten Zeilenvektor von A mit dem k-ten Spaltenvektor von B skalar
multipliziert.

Beispiel: Berechne AB und BA, wobei

() -0

Es gilt
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Satz 5.35. Die Matrizenmultiplikation ist

(i) assoziativ: (AB)C = A(BC),

(i) distributiv: A(B+ C) = AB + AC,

(iii) nicht kommutativ: AB # BA,

(iv) nicht nullteilerfrei: aus AB = 0 folgt nicht A =0 oder B = 0.

=(01) #=(00)
ABz( 8)#&4:(8 3)

Bewelis: Sel

dann ist

o O

Definition 5.36. Eine Matrix heisst invertierbar, wenn die zugehorige lineare
Abbildung ein Isomorphismus ist. Die Matriz der Umkehrabbildung heisst dann
die zu A inverse Matrix und wird mit A~ bezeichnet.

Definition 5.37. Die Matriz der identischen Abbildung
1 0

. (5.30)
0 1

wird mit E, € M(n x n,K), bzw. kurz mit E bezeichnet.

Fiir die inverse Matrix gilt

Satz 5.38. (i) Jede invertierbare Matriz ist quadratisch, d. h. A € M(nxn,K).

(ii) Sind A, B,E € M(n x n,K), so ist B genau dann zu A die inverse Abbil-
dung, wenn sowohl AB als auch BA gleich E ist.

(iii) Seien A, B, E € M(n x n,K). Folgende Bedingungen sind gleichwertig
(a) AB=E, (b) BA=FE und (¢c) B= A%

(iv) Ist A invertierbar, so ist auch A~ invertierbar und es gilt (A=1)~1 = A.
(v) Sind A, B € M(n x n,K) invertierbar, so ist auch AB invertierbar, wobei
gilt: (AB)"' = B1A"1,

5.7.1. Transponierte Matrix.

Man erhélt die transponierte Matrix A’ aus A durch Vertauschen der Zeilen
mit den Spalten.
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Definition 5.39. Ist A € M(m x n,K), so heisst die durch
a?k = Gy (5.31)

definierte Matriz A* = (i)' € M(n x m,K) die transponierte Matrix.

Achtung: Die transponierte Matrix bildet in die umgekehrte Richtung ab, d. h.
A: K" — K™ und A' : K™ — K"

Satz 5.40. Es gilt
(AB)! = B'A!, (A+ B)!=A'+ B'.

5.7.2. Rang einer Matrix.

Definition 5.41. Ist A € M(m x n,K) so nennt man
rg A := dim Bild 4, (A:K" - K™) (5.32)
den Rang von A (bzw. rank).

Die Maximalzahl linear unabhdngiger Spalten nennt man den Spaltenrang von
A und die Maximalzahl linear unabhdngiger Zeilen den Zeilenrang.

Der Bildraum der linearen Abbildung A wird von den Spaltenvektoren der
Matrix A aufgespannt!

Satz 5.42. Es gilt: rg A' = rg A und daher Spaltenrang = Zeilenrang.

5.7.3. Elementare Umformungen.

Definition 5.43. Man unterscheidet 3 Typen von elementaren Zeilenumfor-
mungen einer Matrix A € M(m x n,K)

Typ 1: Vertauschung zweier Zeilen,
Typ 2: Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar X # 0, A € K,

Typ 3: Addition eines beliebigen Vielfachen einer Zeile zu einer anderen (nicht
derselben!) Zeile.

Analog sind elementare Spaltenumformungen definiert.

Satz 5.44. Elementare Spaltenumformumngen (Zeilenumformungen) dndern
den Rang einer Matriz A nicht.

Beweis: Die Spalten einer Matrix A sind die Bilder der Einheitsvektoren e; und
spannen daher den Bildraum der Matrix A auf. Elementare Spaltenumformun-
gen verdndern die lineare Hiille der Spalten (Bildraum) nicht und lassen daher
den Rang unverdndert.
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Anmerkung: Die Zeilen der Matrix A spannen den Bildraum der transponierten
Matrix A! auf.

Definition 5.45. Die Elemente a;; in einer Matriz heissen die Hauptdiagonal-
elemente. Man sagt das Element aj, steht oberhalb der Hauptdiagonale, wenn
J <k ist und aj, steht unterhalb der Hauptdiagonale, wenn j > k ist.

Beispiel: ao3 steht oberhalb und ass steht unterhalb.

Satz 5.46. Ist A eine Matrix mit m Zeilen, bei der die ersten r Hauptdiago-
nalelemente von Null verschieden, die letzten m —r Zeilen, sowie alle Elemente
unterhalb der Hauptdiagonale jedoch gleich Null sind, so ist

rgA=r. (5.33)

Die Matrix A hat daher die folgende Form

al
0 *
: S (5.34)
0 ... 0 ap
\ 0 /
wobei * beliebige Elemente darstellt.
Verfahren zur Rangbestimmung einer Matrix
Sei A € M(m x n,K) bereits in der Gestalt
a1
*
(5.35)

\ 0 B )

wobei aj; # 0,7 =1,...,0—1 gilt und B eine (m — ¢+ 1) x (m — ¢+ 1)-Matrix
ist. Ist B = 0 so ist rg A = ¢ — 1. Ist B # 0 so gibt es ein aj;, # 0 mit j > /¢
und k > £. Vertauscht man in A notigenfalls die j-te und /¢-te Zeile und dann
die k-te und ¢-te Spalte, so erhdlt man eine Matrix A’ mit aj, # 0, die durch
elementare Zeilenumformungen auf folgende Gestalt gebracht werden kann.
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ai
*
0
I (5.36)
ay, *
0
0 B’

Beginnt man dieses Verfahren bei £ = 2 und setzt es solange fort bis B’ = 0 ist,
so erhilt man eine Matrix in der Gestalt auf die Satz (5.46) anwendbar ist.

5.7.4. Matrizeninvertierung.

Satz 5.47. Gilt fir drei Matrizen A, B,C € M(m x n,K) die Gleichung
AB = C wund tberfiihrt man A und C durch die gleichen elementaren Zeile-
numformungen in die Matrizen A" und C’, so gilt auch A’B = C".

Da nun AA~! = E gilt, schliesst man daraus: Erhiilt man E durch elementa-
re Zeilenumformungen aus A, so verwandeln dieselben Zeilenumformungen die
Matrix E in die inverse Matrix A~!.

Verfahren um eine Matrix durch elementare Zeilenumformungen auf
die Einheitsmatrix zu bringen.

Es sei A eine n x n-Matrix. Zuerst versucht man durch Vertauschung von Zeilen
zu erreichen, dass der erste Koeffizient ungleich Null wird. Ist dies nicht mo6glich
so ist die erste Spalte Null und die Matrix ist nicht invertierbar. Sei also a1 #
0. Dann wird a1; durch Multiplikation der ersten Zeile mit ﬁ zu 1. Durch
Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zu den anderen Zeilen kann
man den ersten Koeflizienten der anderen Zeilen zu Null machen, also auf die
Form

0

bringen. Damit ist der erste Schritt beendet. Als néchstes erreicht man durch
Zeilenvertauschungen, dass in der zweiten Zeile age ungleich Null wird. Dann
wird ago durch Multiplikation der zweiten Zeile mit é zu 1. Durch Addition
geeigneter Vielfacher der zweiten Zeile zu den anderen Zeilen kann man die
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zweiten Koeflizienten der anderen Zeilen zu Null machen. Die Matrix hat nun
die Form

1 0
0 1

*
0 0

Nach n Schritten fithrt dieses Verfahren die Matrix A in die Einheitsmatrix F
iiber, ausser A ist nicht invertierbar.

Beispiel: Es sei

1
1 2
-1 0
0 0 2

Man berechne die inverse Matrix nach obigen Verfahren.

= O = =
—_

Anmerkung: Fiir 2 x 2-Matrizen kann man die inverse Matrix auch direkt durch
Ansatz ausrechnen, z. B.

a b\ (x y\ (1 0
c d)\z w) \0 1)’
Dies fiihrt allerdings auf n? Gleichungen, was fiir n > 2 umstindlich wird.

5.7.5. Drehungen und Spiegelungen im R2. Im Vektorraum R? mit Ska-
larprodukt suchen wir die linearen Abbildungen A, die das skalare Produkt
unveréndert lassen, das sind die Matrizen A fiir die gilt

(Ax, Ay) = (z,y). (5.37)

Betrachten wir die Wirkung einer solchen Matrix auf die Einheitsvektoren e; =
(1,0), ea = (0,1), so ergibt sich

(Aej, Aej) = [|Aej]|” = (ejre;) =1, j=1,2. (5.38)
Das heisst, dass die Matrix A die Lénge der Einheitsvektoren unveréndert lésst

und die Bildvektoren daher auf dem Einheitskreis liegen. Bezeichnet man den
Winkel zwischen xz-Achse und Ae; mit ¢, so kann man Ae; als

Aey = <C°S ‘p> (5.39)

sin
schreiben. Da ausserdem

<A€1,A62> = (61,€2> =0 (5.40)
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gilt (d. h. Aes steht normal auf Ae; ), ergeben sich fiir Aeg nur die zwei Moglich-
keiten

Aeg = <_ Sm(p) oder Aep = ( smy > . (5.41)

cos —Cos

Satz 5.48. Eine 2x2-Matrixz hat genau dann die Eigenschaft (Ax, Ay) = (z,y)
fiir alle x,y € R?, wenn es ein ¢ € R gibt, sodass gilt

A= (C?SQO — e SO) oder A= <C.OSSO s @ ) . (5.42)
singp cosp sinp —cos¢

Definition 5.49. Die Menge aller reellen 2 x 2-Matrizen aus Satz [5.48 wird
mit O(2) bezeichnet (orthogonal), die Teilmenge

__[cosp —singp
{A€0(2) |A= (singo — ) ,p € R} (5.43)

wird mit SO(2) bezeichnet.

Geometrisch, némlich als Abbildung R? — R2, beschreibt die Matrix

__[cosp —singp
A, = <Sing0 cos > € SO(2) (5.44)

eine Drehung um den Nullpunkt um den Winkel ¢, wihrend

B, - (COW sin > € 0(2)\ S0(2) (5.45)

sing —cosp

eine Spiegelung an der Achse, die gegen R x 0 mit dem Winkel /2 geneigt ist,
beschreibt.

Fiir die Hintereinanderausfithrung (Verkniipfung) von Drehungen und Spiege-
lungen gilt

ApAy = Apty,
ByAy = Byy,
BBy = Ay,
Ao =E,
A=A,
B,'=B,, B.=E, (5.46)

wie man leicht sieht, wenn man die entsprechenden Matrizen multipliziert.
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Analog wird im R? eine Drehung um den Winkel a gegen den Uhrzeigersinn
um die z, y, bzw. z-Achse beschrieben durch die folgenden Drehmatrizen:

1 0 0 cosa 0 —sina
Ay =10 cosa —sina|, A,=| 0 1 0 , (5.47)
0 sina cosa sinaa 0 cosa
cosa —sina 0
A, = |sinaa cosa 0
0 0 1

5.7.6. (*) Affine Space and Homogeneous Coordinates. The basic ma-
thematical object used for computer graphic is an affine space. An affine spaceﬂ
consists of a vector space V' together with a set of points A, where the sum of
a point p and a vector v yields a point p + v in A. One can think of an affi-
ne space as a vector space without an origin. Affine transformations consist of
linear transformations of vectors and translations of points. Every linear trans-
formation in a vector space can be represented by a matrix, but translations are
given by vector additions. This awkward combination of vector addition and
matrix multiplication can be avoided by introducing a new coordinate system,
the homogeneous coordinates. Consider the following example in R? of a linear
transformation and a translation ¥/ = A% + €

()= (0 () (0)= (),

When we introduce an additional coordinate we can perform this two operations
by one matrix multiplication.

x’ a b e x ar +by +e
y]l=1ec d flly|l=|cc+dy+f
1 0 0 1 1 1

Note that when one uses matrix multiplication from the right, as some books
do, one must use the transpose matrix.

Instead of (x,y, 1) any multiple (rx,ry,r) with r # 0 can be used.

Thus we have constructed a new space consisting of points (z, i, w) of R® where
points lying on a line are identified. This yields an equivalence relation.

This space is called the real projective plane RP2. An alternative method is to
consider the sphere S? and identify opposite points.

This construction can be easily extended to higher dimensions.

1http ://mathworld.wolfram.com/AffineSpace.html
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5.7.7. (*) Anwendung: Codierungstheorie. Ein wichtiges Problem in der
Informatik ist die fehlerfreie Ubertragung von Daten. Die Daten werden da-
bei als Folge von Nullen und Einsen in Blécken von k Bits iibermittelt. Jeder
Block aus k Bits kann mathematisch als ein Vektor x = (z1,...,7;) € Z§
betrachtet werden. Zur Erkennung von Ubertragungsfehlern werden an diesen
Vektor n — k Kontrollbits (ag+1,-..,a,) angehéingt und es entsteht ein Vektor
c=(z1,...,Tk, k41, - - -, apn) € Z5. Die so entstehenden Vektoren werden Co-
deworter genannt. Fiir das Codewort (z1,..., %k, Ggt1,---,an) schreibt man
abkiirzend (x,a). Bilden die Codewdrter einen Vektorraum (Teilraum des Z%),
so spricht man von einem linearen Code C. Da jeder Vektor in Zé’ als

k
X = E xjej
Jj=1

geschrieben werden kann, kann jedes Codewort eines linearen Codes C' in der
Form

k
C = ij(ej,aj)
J=1

geschrieben werden, wobei a; die zu e; gehorigen Kontrollbits sind. Die Vek-
toren (ej,a;) schreibt man als Zeilenvektoren in eine Matrix G und nennt sie
Generatormatrix des linearen Codes. Jeder Vektor x € Z§ wird dann auf sein
Codewort
c=G'%

abgebildet (codiert). Man beachte: Da die Codeworter Zeilenvektoren sind,
muss man die Transponierte von G' nehmen (die Spalten von G* sind die Bilder
der Einheitsvektoren). Die Generatormatrix G ist von der Form

G = (B, A)

mit A einer k x n-Matrix. Zum Beispiel

-4 a-()

Zu jeder Generatormatix G kann man nun eine zugehorige Kontrollmatrix
H = (At En—k)
definieren. In unserem Beispiel

H=(1 1 1).

FEine kleine Rechnung zeigt

Eg

HG = (A E,_p) (At

) :AtEk—i-En_kAt:At—i-At:O
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(Achtung:  + 2z = 0 in Zy) und das bedeutet,
He=HG'x=0 fiir alle c € C.

Man kann also durch Anwenden der Kontrollmatrix daher leicht feststellen, ob
es sich um ein Codewort handelt.

Zum Beispiel: Der Sender mochte (0, 1) senden. Er codiert es zu

10 0
c:01<(1)>:1
11 1

und iibermittelt ¢ = (0,1,1) dem Empfénger. Dieser empfingt aber z.B. ¢ =
(1,1,1) (in der ersten Stelle ist ein Ubertragungsfehler aufgetreten) und iiber-
priift

1
(1 1 1)f1]=14+41+1=1%#0.
1

Der Fehler wird also erkannt und der Sender muss gebeten werden, die Daten
nochmals zu iibertragen.

Bei dieser Methode kann allerdings nicht jeder Ubertragungsfehler erkannt werden. Wird ein Codewort
c gesendet und ein anderes Codewort ¢ empfangen, so wird der Fehler nicht erkannt. Indem man die
Anzahl der Priifbits entsprechend groff wihlt, kann die Wahrscheinlichkeit dafiir aber beliebig klein
gemacht werden. Ist das empfangene Wort kein Codewort, so wird aber der Fehler immer erkannt.
Warum? — Codewdrter werden von H auf den Nullvektor abgebildet, es gilt also C' C Kern(H). Der
Kern von H hat also mindestens die Dimension von C, die gleich k ist. Wiirde es noch weitere Vektoren
im Kern von H geben, die nicht in C liegen, so wire die Dimension des Kerns grosser k£ und damit
der Rang von H nach der Dimensionsformel kleiner n — k. H enthilt aber I,,_; und damit n — k
linear unabhéngige Spaltenvektoren. Somit ist der Rang von H gleich n — k und man erhilt einen

Widerspruch.

Bei geniigend vielen Kontrollbits ist es sogar moglich nicht nur Fehler zu erken-
nen, sondern man kann sogar auch Fehler korrigieren. Das ist besonders wichtig,
wenn das Senden z.B. dem Speichern von Daten auf einer CD entspricht. Das
Empfangen ist dann das Lesen der Daten von CD.
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5.8. Ubung
(1) Gegeben seien die Matrizen
2 0 -1 1 2 3 1 -3 0 x
A=|51 0|, B=[4 56|, c=|0 2 4|, D=|y
01 3 7 8 9 3 3 0 z
Berechne: A+ C,2A+3B+C,(A+B)-D,C-D,A-B,B-C, B-B,

A-AA-C,C-A C-C.
(2) Man bestimme den Rang folgender Matrizen

, 2 0 —1 1 2 3 1 -3 0
<ad>,510,456,024
¢ 01 3 78 9 3 3 0

(3) Man berechne die Inversen folgender Matrizen (falls moglich)

) 2 0 -1 1 2 3 1 -3 0
<ad),510,456,024
¢ 01 3 78 9 3 3 0

(4) Wie lautet die Matrix A, € SO(2) fiir die Drehung um 45°, 60°, 90°7

(5) (*) Man zeige fiir n = 2, dass die Mengen O(n) und SO(n) mit der Ma-
trizenmultiplikation eine Gruppe bilden. Sind beide abelsch? Warum
bildet die Untermenge der Spiegelungs-Matrizen B, € O(n) \ SO(n)
keine Gruppe?

(6) Es sei (v1,v2,v3,v4) linear unabhéingig im reellen Vektorraum V. Man
zeige durch Rangbestimmung, dass dann auch (w1, ws,w3) linear un-
abhéngig sind, wobei

w; = v — V3 + w4
wy = v1 4+ 2v9 — vy — 4.
w3 = —v1 + V2 + V3 + 4

(7) Man bestimme fiir welche A € R die reelle Matrix
A0 O

S O > =

1 0
Al
0 A

= o O

invertierbar ist und berechne fiir diese A\ die inverse Matrix A;l.

(8) Im RGB-Farbmodell wird eine Farbe durch ein Tripel (7, g,b) dar-
gestellt, wobei r fiir den Rotanteil, g fiir den Griinanteil und b fiir den
Blauanteil der dargestellten Farbe steht. Beispiel: (1,0,0) bedeutet
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,rot“, (0,0,1) ,blau“, (1,1,0) ,gelb“ und (1,1,1) weifl. Fiir Videosi-
gnale und fiir das Farbfernsehen wird (bei der NTSC-Farbcodierung)
das sogennannte YIQ-Farbmodell verwendet. Dabei wird ein RGB-
Signal so codiert iibertragen, dass die gleiche Empfangscodierung fiir
Schwarz/Weif- und fiir Farbbildschirme verwendet werden kann. Im
YIQ-Modell enthélt ein Tripel (y,i,q) eine Luminanzkomponente y
und zwei Chrominanzkomponenten ¢ und ¢. Die Luminanzkomponente
enthélt alle Informationen, die ein Schwarz/Weif-Bildschirm benétigt.
Die Umrechnung vom RGB- in das YIQ-Modell ist eine (bijektive)
lineare Abbildung:

Y 0.299 0.587 0.114 r
1] =1059 —0.275 -0.321 g (5.48)
q 0.212 —-0.528 0.311 b

So wird etwa die Farbe ,rot* im YIQ-Modell dargestellt als

0.299 0.587 0.114 1 0.299
0.596 —-0.275 -0.321 0] =10.596
0.212 -0.528 0.311 0 0.212

Wenn nun umgekehrt eine Farbe im YIQ-Modell gegeben ist, wie kann
man dann ins RGB-Modell umrechnen? - Dazu muss nur die inverse
Matrix A~! berechnet werden (die der Umkehrabbildung entspricht):
(r,g,0) = A7 (y,4,q).

Die NTSC-Farbcodierung wird vor allem in den USA und Japan verwendet
und bodse Zungen sprechen von ,never twice the same color”. Bei der Alter-
native, der PAL-Farbcodierung, wird das so genannte YUV-Farbmodell
verwendet. Auch die Umrechnung von RGB auf YUV ist eine lineare Abbil-
dung.

(a) Man berechne mit Mathematica (y,i,q) = (0.5,0.5,0.5) in RGB-
Farben um. Hinterfragen sie das Ergebnis!

Ein Markov-Prozess ist ein stochastischer Prozef3, bei dem die Wahrschein-
lichkeit, einen bestimmten Zustand zu erreichen, nur vom vorhergehenden
Zustand abhéngt (benannt nach dem russischen Mathematiker A. Markov).
Ein Markov-Prozess kann mithilfe einer Matrix beschrieben werden: wenn A
die Matrix ist, die den Prozess beschreibt, und x der Anfangszustand, dann
ist y = Ax der darauffolgende Zustand und allgemein y = A™x der Zustand
nach n Schritten.

In einer Stadt gibt es 4000 verheiratete Manner und 1000 unverheirate-
te Méanner. Angenommen, 20% der ledigen Ménner heiraten jedes Jahr,
und 10% der verheirateten Ménner werden jiahrlich geschieden. Neh-
men wir weiters an, dass die Gesamtanzahl der Méanner gleich bleibt.
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Berechnen Sie die Anzahl der verheirateten / ledigen Ménner in ei-
nem, zwei und drei Jahren. Was passiert nach zehn, zwanzig, dreiflig
Jahren?

(Hinweis: Bilden Sie eine Matrix A mit a1; = Prozentsatz der verheirateten Ménner, die
verheiratet bleiben; a12 = Prozentsatz der ledigen Ménner, die heiraten; as; = Prozentsatz
der verheirateten Ménner, die geschieden werden; ag2 = Prozentsatz der ledigen Ménner,
die ledig bleiben; die Verdnderung innerhalb eines Jahres kann dann durch y = Ax be-
schrieben werden, wobei x = (4000,1000) der Anfangszustand ist. Die Potenz A™ kann

leicht mit dem Mathematica-Befehl MatrixPower[A, n] berechnet werden.)

(10) Inzidenzmatrix: Matrizen konnen verwendet werden, um Verbin-
dungen (zum Beispiel in elektrischen Netzwerken, in Straflennetzen,
in Produktionsabldufen, usw.) zu beschreiben. Abbildung zeigt ein
elektrisches Netzwerk, das aus 4 Knoten und 5 Kanten besteht. Knoten
und Kanten werden beliebig durchnummeriert. (Der Referenzknoten,

1 4 2 ) 3

Abbildung 5.2. Elektrisches Netzwerk

der geerdet ist, wird dabei nicht mit einer Nummer versehen). Dann
kann das Netzwerk durch seine so genannte Inzidenzmatrix beschrie-
ben werden, deren Elemente gegeben sind durch:

+1, wenn von Knoten i die Kante k ausgeht
Ajp = —1, wenn in Knoten ¢ die Kante k£ einmiindet
0, wenn Knoten ¢ und Kante k einander nicht beriihren

Geben Sie die Inzidenzmatrix des Netzwerks aus Abbildung [5.2] an.
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5.9. Determinanten

Anschaulich kann man die Determinante einer Matrix als das von den Zei-
lenvektoren (bzw. Spaltenvektoren) aufgespannte (mit Vorzeichen versehene,
Stichwort: Orientierung) Volumen interpretieren.

(i) Damit ist sofort die Linearitét in jeder Spalte (Zeile) anschaulich ersichtlich.
(ii) Auch ist einleuchtend, dass die Determinate Null ist, wenn zwei Spalten
(Zeilen) linear abhéngig sind (sie spannen ja kein Volumen auf).

(iii) Die Determinate der Einheitsmatrix ist das Volumen des Einheitswiirfel
und das ist 1.

Beispiel: Determinante in R?. In diesem Fall ist das orientierte Volumen eine
Fléche.

Diese drei Eigenschaften charakterisieren die Determinate vollstandig.

Satz 5.50. Es gibt genau eine Abbildung det : M (n x n,K) — K, A — det(A)
mit folgenden Eigenschaften

(i) det ist linear in jeder Zeile,
(i) ist der (Zeilen)-Rang von A kleiner als n, so ist det(A) =0,
(iii) det(E) = 1.

Definition 5.51. Die Abbildung det : M (n x n,K) — K heisst Determinante,
die Zahl det(A) heisst die Determinante von A.

Hlinear in jeder Zeile“ heisst:

Man betrachte die Matrix A, in der n — 1 Zeilen fix und x € K" ist, also

ail] ... Qip
A=l x1 ... xp,
anl ... Qpnp

Dann ist det : M (n x n,K) — K, A, — det(A;) linear in dieser Zeile, wenn die
durch = — det A, gegebene Abbildung K" — K linear ist, d. h. es gilt

det Ay 4y = det A, +det A,
det Ay, = Adet A,.
Anmerkung: Man kann die Determinante daher auch als eine multilineare Abbil-

dung auffassen, die den n Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) eine Zahl zuordnet,
also als Abbildung K" x --- x K" — K.
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Eigenschaften der Determinante unter Zeilenumformungen

Satz 5.52. Es seidet : M (nxn,K) — K eine Abbildung mit den Eigenschaften

(i) und (it) aus Satz[5.50, Dann gilt

(i) Verwandelt man die Matriz A durch Vertauschen zweier Zeilen in eine Ma-

triz A’, so gilt det(A") = — det(A).

(ii) Verwandelt man die Matriz A durch Multiplikation einer Zeile mit A € K

in eine Matriz A, so gilt det(A") = \det(A).

(iii) Verwandelt man die Matriz A durch Addition eines Vielfachen einer Zeile

zu einer anderen Zeile in eine Matriz A’, so gilt det(A’) = det(A).

Beweis:

(i)

ai
a;1 + aj1
0 = det :
a;1 + a;1
anl
ai
a1
= det :
a;1 + a;1
an1
ail ... Qip
a;1 oo Qgp
= det
ajl . ajn
apl .- Gpn

Aln
Qin + Qjn
Ajn + Qin
Ann
Aln
Qin
Ajn + Qin
Gnn
ail
ajl
+det | :
a;1
Gn1

Daraus folgt det(A") = — det(A).

+ det

all e QA1p

aj1 a]n
aj1 + a1 ... Gjn+ Qn

an1 e Ann
A1n

Gnn

= det(A) + det(A").
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(ii) Es gilt ja Linearitéit in jeder Zeile
det Ay, = Adet A,.
(iii)

aijl e A1n
ail + Aaj1 ... ain + Aajp
det(A") = det : :
aj1 N Qjn
QAnl e QApn,
ailr ... Qin ailr ... Qin
A;1 ... Qgp aj1 ... Qjn
=det | : Dol FAdet | i | = det(A).
ajl e ajn ajl e ajn
apl ... Qpnp apl ... Qpp

Beispiel: Was ergibt det(AA)?

Definition 5.53. Ist A € M(n x n,K) so bezeichnet man mit Aj, die aus A
durch Weglassen der j-ten Zeile und der k-ten Spalte entstandene (n—1) x (n—
1)-Matrix.

Man definiert damit nun

n
det A := Z(—l)jJrkajk det Ajy. (5.49)
j=1

Die so definierte Abbildung erfiillt die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) aus Satz
m (Beweis: Jénich, Seite 139) und ergibt somit eine Formel zur iterativen Be-
rechnung der Determinante. Man nennt dies auch Entwickeln einer Determinate
nach der k-ten Spalte.

Beispiele:
(i)n=1:

det(a) = a.
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(i) n = 2:

a b
det <c d>—ad—bc.

(iii) n = 3:
ail a2 a3

a a a a a
det | ao1 a9e asg | = aqp det 22 B - ao det 12 13 + a3y det 12
azz2 ags aszz2 a33 a2
as1r a32 a33

Satz 5.54. Ist A € M(n x n,K) eine obere Dreiecksmatriz, d. h. alle Ele-
mente unterhalb der Hauptdiagonale sind Null (aj, = 0 fir j > k), so ist die
Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente det A = aj1a22 -« - anp.-

Berechnungsverfahren fiir die Determinante grof3ler Matrizen:

Man verwende elementare Zeilenumformungen der Typen 1 und 3 um A in eine
obere Dreiecksmatrix A’ zu verwandeln. Hat man dabei r Zeilenvertauschungen
angewandt, so gilt

det A = (—1)T det A, = (—1)Ta/11a,22 e CLI

nn:

(5.50)

Da fiir die Determinate einer Matrix A gilt, dass sie gleich der Determinate
ihrer transponierten ist, erhdlt man damit den Entwicklungssatz nach Zeilen.

Satz 5.55. Es gilt
(i) det At = det A.
(ii) Entwickeln nach der j-ten Zeile

det A := Z(—l)”’“aﬂc det Ajy. (5.51)
k=1

5.9.1. Komplementire Matrix.

Definition 5.56. Ist A € M(n x n,K), so heisst die durch
ajk := (—1)7"% det Ay; (5.52)
definierte Matriz A € M(n x n,K) die komplementiire Matrix.

Achtung: Der Index kj in Ay; ist kein Druckfehler!

Beispiel: Man berechne die komplementire Matrix von

A:(g Z)-

ais
a3

)
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Die komplementire Matrix ist so definiert, dass
n
det A =" ajpi;. (5.53)
k=1
Satz 5.57. Ist A die zu A € M(n x n,K) komplementire Matriz, so ist
AA=detA-E. (5.54)

Fiir die inverse Matrix A~! ergibt sich daher die Formel
1 _
-1
det A

Satz 5.58. FEine n x n-Matriz ist genau dann invertierbar (hat Rang n), wenn

det A # 0 ist.

Satz 5.59. Fir alle A,B € M(n x n,K) gilt
det(AB) = det A - det B.

Satz 5.60. Ist A invertierbar, d. h. det A # 0, so ist

1
det A7 = )
¢ det A

(5.55)

Wir kénnen nun mit Hilfe des kanonischen Basisisomorphismus fiir beliebige
lineare Abbildungen f : V — V den Begriff der Determinante definieren.

Satz 5.61. Es sei f : V — V eine lineare Abbildung in einem n-dimensionalen
Vektorraum. Sei A die Matriz der Abbildung f beziiglich einer Basis (vi, ..., vp)
und B die Matriz der Abbildung f beziiglich einer anderen Basis (v},...,v}),

so gilt
det A = det B =: det f. (5.56)

Anmerkung: Eine explizite Formel fiir die Determinante ist durch die Leibniz-
sche Formel gegeben, [66], Seite 153.
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5.10. Ubung
(1) Wie lautet die Regel von Sarrus? (Jagerzaunregel, Achtung: gilt nur
fiir n = 3!)
(2) Man berechne die Determinante folgender Matrizen
1 2 3 Lo 7 r 1 1 1z 22
4 2 0 1 2
2 5 1], , 1 = 1], 1 z9 x5
2 79 s 11 1 2
50 6 8 v T8 3
(3) Man berechne die komplementéren und transponierten Matrizen von
cos _sin 1 2 3 0 2 -3 m n p
<Sin“0 COS“’), 25 1|, [2 0 5], [p m n
4 7 2 79 35 0 nop om

(4) Gegeben sind 3 Messpunkte: (z1,y1), (z2,y2), (x3,y3). Man ermittle
das Polynom 2. Grades, das durch diese 3 Messpunkte durchgeht.
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5.11. Lineare Gleichungssysteme

Definition 5.62. Ist A = (a;;) € M(m x n,K) und b = (b1,...,by) € K™, so
nennt man

a11%1 + -+ a1nTn = by

Am1Z1 + - + GmpZn = by (5.57)

ein lineares Gleichungssystem fir (z1,...,z,) mit Koeffizienten aus K. Die
zj,1 < j < n heissen die Unbekannten des Systems. Sind alle bj,1 < j < m
gleich Null, so heisst das Gleichungssystem homogen ansonsten inhomogen.

Wir kénnen ein Gleichungssystem daher kurz in der Form Ax = b schreiben.

Definition 5.63. Unter der Losungsmenge des zu (A,b) gehirenden Glei-
chungssystem versteht man die Menge

Los(A,b) = {x € K" | Az = b}. (5.58)

Ein Gleichungssystem heisst 16sbar, wenn die Lisungsmenge nicht leer ist.

Formal ist die Losungsmenge durch die Urbildmenge A~1({b}) gegeben.

Mit unseren bisher eingefithrten Begriffen konnen wir die Existenz von Losungen
wie folgt charakterisieren.

Satz 5.64. Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann ldsbar, wenn

all AT all N AT ) bl
rg | o | =18
aml .- Gmn Ami -+ Qmn bm

Beweis: Der Rang der Matrix A ist die Dimension des Bildraumes der Abbildung
A. Betrachtet man nun die Dimension des Bildraumes der erweiterten Matrix
(A,b), so gibt es zwei Moglichkeiten:

(i) Ist sie gleich, so kann b aus den Spalten von A linearkombiniert werden und
das System hat eine Losung. Anschaulich bedeutet dies, dass der Vektor b im
Bildraum von A liegt.

(ii) Ist sie grosser, so kann b nicht aus den Spalten von A linearkombiniert
werden und liegt nicht im Bildraum von A . Das System hat daher keine Losung.

Anmerkung: Homogene Systeme haben daher immer mindestens eine Losung.

Satz 5.65. Ist g € K" eine Ldsung, d. h. gilt Azg = b, so erhdilt man alle
Lésungen durch

Los(A,b) =xg+ Kern A := {zp+ z | x € Kern A} (5.59)
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Beweis: Ist xg eine Losung, d. h. Azg = b, dann gilt
A(xo + x1) = Azg+ Az, =b+0 =10,

wobei zj, einen beliebigen Vektor aus dem Kern von A bezeichnet. Ist umgekehrt
x1 eine beliebige Losung, dann gilt fiir die Differenz x1 — xg

A(a:l—xo) ZA.%'l—A.Z'o:b—b:O,
d. h. die Differenz x1 — zq liegt im Kern von A.

Kennt man eine Losung z¢ und eine Basis (v1,...,v,) des Kerns von A, so ist
die Losungsmenge durch

Los(A,b) = {xzo + Miv1 + ... + Mo | Aj € K} (5.60)
gegeben. Dabei ist r = dim Kern A = n — rg A.

Satz 5.66. Aus Satz[5.69 ergibt sich, dass ein losbares Gleichungssystem Az =
b genau dann eindeutig losbar ist, wenn Kern A = 0 gilt, d. h. rg A = n ist.

Fiir den Spezialfall m = n bedeutet dies, dass Ax = b genau dann eindeutig
losbar ist, wenn det A # 0 ist.
In diesem Fall ist die Matrix A invertierbar und die Losung = durch = A='b

gegeben.

Fiir den Fall, dass det A # 0, gibt es auch eine explizite Determinantenformel

Satz 5.67. Cramersche Regel. Ist det A # 0 und Ax = b, so gilt

ailr ... b1 ... Q1p
det
a s by o a
v = nl " ML 1<j<n. (5.61)
(05 B O AT
det
Apl v+ cve oo Qpnp

Dabei wurde in der ersten Matrix die j-te Spalte durch den Vektor b ersetzt.

Beweis:

a1xy + -+ ar Ty = by

Ap1x1 + -+ A pTp = by,
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kann geschrieben werden als

ail Aln b1
e i o Ty =
an1 Ann by
Umformen ergibt
an xjay; — by ain
1+ -+ 14+ ;cn:(L
Gnl TjQnj — bn Qnn

was zeigt, dass diese Vektoren linear abhéngig sind. Die Determinate von

alr ... (:z:jalj — bl) ... QA1n
B = :
ant .. (zjan; —by) ... apn
muss daher Null sein. Aus der Linearitdt der Determinate folgt nun
det(B) = xjdet(A) — det((A;3)) =0,
_ det((Aj))
Tj= —— 5
det(A)

wobei hier A;; die Matrix bezeichnet in der die j-te Spalte durch den Vektor b
ersetzt wird.

5.11.1. Der Gauss’ sche Algorithmus. Zur praktischen Berechnung von
Losungen eines Gleichungssystems verwendet man den Gauss’ schen Algorith-
mus (bzw. Variationen davon), der auf folgendem Prinzip beruht.

Satz 5.68. Wird die erweiterte Matriz (A,b) durch elementare Zeilenumfor-
mungen in eine Matriz (A’ V) dberfihrt, so dndert sich die Ldisungsmenge
nicht, d. h. Los(A,b) = Los(A',b').

Anmerkungen: Dies gilt nicht fiir Spaltenumformungen.

Gauss’ scher Algorithmus: Es sei A eine n x n-Matrix mit det A # 0.

Durch Vertauschung von Zeilen erreicht man, dass der erste Koeflizient a1 un-
gleich Null ist. Durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zu den
anderen Zeilen kann man nun den ersten Koeflizienten der anderen Zeilen zu
Null machen. Damit ist der erste Schritt beendet. Als néchstes erreicht man
durch Zeilenvertauschungen, dass in der zweiten Zeile aso ungleich Null wird.
Durch Addition geeigneter Vielfacher der zweiten Zeile zu den anderen Zeilen
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kann man die zweiten Koeffizienten der anderen Zeilen (unterhalb der Haupt-
diagonale) zu Null machen. Setzt man dieses Verfahren fort, so erhdlt man
schliesslich eine Matrix der Form

! !
ary ain by
/ /
0 G, b,

Daraus kann man die Lésung fiir z,, unmittelbar ausrechnen und in der Folge
die restlichen Unbekannten.

b
xn:,iny
ann
1 /
Tp—1 = — (b1 an—1,n$n)a
an—l,n—l
usw
Beispiel: Man 16se
—x1 4+ 229 + x3 = =2
31’1 — 8.%'2 — 21’3 = 4 . (5.62)
xr1 =+ 43}3 = -2

5.11.2. Losungsverfahren fiir beliebige Gleichungssyteme. Man geht
zunichst wie beim Gauss’ schen Algorithmus vor, bis man zu dem Punkt ge-
langt, dass alle Koeflizienten einer Spalte unter der Hauptdiagonalen Null sind.
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ah by
*
0
al, . (5.63)
0
0 B’
0 b,

Durch Vertauschung der Spalten kann man jedoch den Gauss’ schen Algo-
rithmus wieder in Gang bringen bis man bei folgender Situation landet. (An-
merkung: Man muss sich nur fiir spater merken, dass bei Spaltenvertauschungen
die Reihenfolge der Unbekannten vertauscht wird.)

afy by
0 i b//
oy r (5.64)
0
b//
m
Ist b, | = ... = b}, = 0, so existiert mindenstes eine Lésung, sonst keine. Im

ersteren Fall kann man dann das System, indem man die Nullen unterm Strich
weglésst, folgendermassen schreiben

T | S | v, (5.65)

wobei T quadratisch und invertierbar ist. Den Vektor w der Unbekannten

schreibt man in der Form w = ('Z) Es gilt damit (7', S)w = Ty + Sz. Man

konstruiert nun eine spezielle Losung wy = <%O>, wobei yo = T71(b],... b
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ist. Nun konstruiert man noch mit dem Ansatz w; = (zj ) , eine Basis des Kerns
der Matrix (T, S). (T, S)w; = Ty; + Se; = 0 ergibt y; = —T'Se;.
Beweis: Jéanich, Seite 170.

Beispiel: Man lose

N~ = O
=N NN O
— N = =
Ol N = W
= Ot W N

Anmerkung 1: Alternativ erhéilt man die Losungen auch indem man die Matrix
(A,b) auf Zeilenstufenform bringt und freie Parameter einfiihrt, deren Anzahl
genau durch die Dimension des Kerns von (7, S) bzw. A gegeben ist. Hier muss
man aber aufpassen, welche Unbekannten z; frei gewéhlt werden kénnen!

Bei unseren Verfahren (Vertauschung von Spalten) kénnen genau die Variablen
Ty Tp—1,---,Try1 frei gewdhlt werden.

Anmerkung 2: Der erste nichtverschwindende Koeffizient in einer Zeile wird
Pivot (Dreh-, Angelpunkt) genannt.

Anmerkung 3: Der Gaussalgorithmus fiihrt auf eine obere Dreiecksmatrix. Die
dabei durchgefithrten Umformungen ergeben eine lineare Transformation, die
durch eine untere Dreicksmatrix dargestellt werden kann. Genauer, die Matrix
A wird zerlegt in PA = LU, wobei U die obere und L eine untere Dreiecksmatrix
und P die Permutationsmatrix der Zeilenvertauschungen ist.

Anmerkung 4: Fiir invertierbare Matrizen A kann man die Losung von Az = b
in der Form = = A~'b schreiben. Mit Hilfe des Begriffs Pseudo-Inverses von A
kann man dies auf nicht invertierbare nicht-quadratische Matrizen verallgemei-
nern, Details siehe [67], Seite 94ff.

5.11.3. Ergéinzung(*): Lineare Optimierung. In vielen Problemen der Praxis wer-
den Losungen gesucht, die bestimmten Einschridnkungen geniigen. Diese Einschriankungen kénnen oft
durch lineare Ungleichungen beschrieben werden.

Wir wollen uns zunichst eine lineare Ungleichung geometrisch veranschaulichen. Erinnern Sie sich:
eine lineare Gleichung in zwei Variablen a1z + a2y = b beschreibt die Punkte (z,y) einer Geraden im
R2.

Eine lineare Ungleichung

a1x +agy > b

beschreibt alle Punkte (x,%) des R?, die auf oder oberhalb der Geraden ajz +
asy = b liegen.
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Beispiel 5.1. Lineare Ungleichung: Graphische Veranschaulichung
Kennzeichnen Sie die Punkte (x,y) des R?, die x + 2y > 4 erfiillen.

Losung zu 5.1. Formen wir die Ungleichung um: y > —%x + 2. Zu vorgege-
benem x-Wert darf der zugehorige y-Wert eines Punktes (x,y) also entweder
gleich oder gréfier als —%:): + 2 sein; d.h., der Punkt kann auf oder oberhalb der
Geraden y = —%x + 2 liegen (siehe Abbildung . |

N

r+2y=4

r4+2y >4

Abbildung 5.3. Die Punkte mit « + 2y > 4 liegen auf oder oberhalb der Geraden

Folgendes Beispiel fithrt auf ein System von linearen Ungleichungen:

Beispiel 5.2. System von linearen Ungleichungen: Investmentfonds
Ein Investmentfonds hat ein Kapital von 20 Millionen Furo zur Verfigung,
das auf staatliche Pfandbriefe, festverzinsliche Wertpapiere und Aktien verteilt
werden soll. Dabei miissen folgende Einschrinkungen erfillt sein:

— Mindestens die Hdlfte des Kapitals muss in staatlichen Pfandbriefen oder

festverzinslichen Wertpapieren angelegt werden.

— Das Kaptial, das in festverzinslichen Wertpapieren angelegt ist, darf héchstens
doppelt so hoch sein, wie das Kapital, das in staatlichen Pfandbriefen angelegt
15t.

Formulieren Sie diese Finschrankungen mithilfe von Ungleichungen.

Loésung zu 5.2. Bezeichnen wir mit 1, xo und x3 das Kapital, das in Pfand-
briefen, festverzinslichen Wertpapieren bzw. Aktien angelegt wird. Es sollen die
gesamten Euro 20 Millionen angelegt werden, das heifst

r1 + x9 + x3 = 20.

Das bedeutet, dass wir eine der Unbekannten durch die tibrigen ausdriicken
konnen. Zum Beispiel x3 = 20 — x1 — x2, offen sind nun also noch 1 und xs.

Da die x; Geldmengen bedeuten, sind natirlich nur Losungen mit x; > 0 von
Interesse. Die Bedingung xs > 0 kénnen wir wieder mithilfe von x1 und xo

formulieren, insgesamt gilt also:
1

(5.66)
(5.67

AVANAY]

Z2
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20—21—22 > 0. (5.68)
Nun wird verlangt, dass zumindest die Hdlfte des Kaptials in Pfandbriefen oder
festverzinslichen Wertpapieren angelegt werden soll, das heifit
T, + x2 > 10.

Weiters wird eingeschrinkt, dass der in festverzinslichen Wertpapieren ange-
legte Geldbetrag hochstens gleich dem doppelten Geldbetrag sein darf, der in
Pfandbriefen angelegt ist, also

o § 2.%1.
Die Menge der zuldssigen Werte von x1 und xo ist damit gegeben durch
{(z1,22)|z1 >0, w2 > 0, 21 + 22 < 20, 1 + 22 > 10, 22 < 221},

Sie ist begrenzt durch die Geraden xo =0, x1+x2 = 20, x1+x2 = 10, 22 = 221
und in Abbildung veranschaulicht (stark umrandeter Bereich). Die zulissi-
gen Werte von x3 berechnen sich dann aus x3 = 20 — x1 — 2. [

Z2

Z1
Abbildung 5.4. Die Menge der zuléissigen Werte fiir 1 und z» aus Beispiel [5.2]

Die Menge aus Abbildung [5.4] hat eine wichtige Eigenschaft:

Definition 5.69. Fine Menge M C R™ (oder C") heifit beschrankt, falls es
eine Konstante C mit

|z| < C  fir alle x € M
gibt.

Eine Menge M ist genau dann beschrinkt, wenn es eine Kugel (mit Radius C) gibt, so dass alle Punkte

von M innerhalb dieser Kugel liegen.

Beispiel 5.3. Beschrinkte und unbeschrinkte Mengen.
a) Die Menge M = {x € R%|zy > 0,25 > 0} ist unbeschrinkt, da |x|
beliebig grofS werden kann.
b) Jeder von {0} verschiedene Teilraum U von R™ ist unbeschrdnkt. Wir

brauchen nur einen Vektor x # 0 € U nehmen, dann kann ku durch
geeignetes k € R beliebig lang gestreckt werden ohne U zu verlassen.
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c¢) Die Menge M = {x € R%|0 < x1 < 2,0 < a9 < 3} ist beschrinkt. Es
gilt |x| < V22 + 32 = /15 fiir alle x € M.

In der Praxis ist oft aus der Menge der Losungen eines Systems von Unglei-
chungen eine optimale L6sung auszuwéhlen in dem Sinn, dass eine bestimmte
GroBe ein Maximum (oder Minimum) annehmen soll. Diese Grofe ist eine Funk-
tion der Unbekannten, f(x1,x2,...,x,) und die optimale Lsung aus der Menge
der zuléissigen Losungen ist jene, fiir die f(x1,x2,...,2,) ein Maximum (oder
Minimum) annimmt. Ist die Funktion f eine affine Funktion von zi,..., x,,
also von der Form

f(x1,...,2n) = c+ 121 + coxa + ... CpTy, mit reellen Zahlen ¢, ¢y, ..., cp,

so bezeichnet man das Aufsuchen einer optimalen Losung als lineare Opti-
mierung.

Wie findet man nun das Maximum (oder Minimum) einer affinen Funktion?
Dabei hilft der folgende

Satz 5.70. Die durch das System von linearen Ungleichungen

a1171 + -+ + 1Ty = b1 (5.69)
: (5.70)

definierte Menge M sei beschrinkt. Dann nimmt die affine Funktion
flx1,...,xn) =c+c1x1 + coma + -+ - + Crp

thr Mazximum und thr Minimum an einem ,Eckpunkt® der Menge M an.

Man braucht also f nur an den Eckpunkten auszuwerten und aus diesen Funk-
tionswerten das Maximum (Minimum) zu suchen.

Einige Bemerkungen sind angebracht:

e Das Maximum ist nicht immer eindeutig: es kann an mehreren Punkten
angenommen werden (denken Sie etwa an den Extremfall f(x) = c,
hier nimmt f an jedem Punkt ihr Maximum (= Minimum) an).

e Sucht man das Minimum von f(z1,...,2y), so ist das gleichbedeutend
damit, das Maximum von — f(z1,...,2,) zu suchen.

e Ausa > b wird durch Multiplikation mit —1 die Ungleichung —a < —b.
Man kann also jedes System von Ungleichungen so schreiben, dass alle
Ungleichungen in die gleiche Richtung zeigen.
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e Wenn wir anstelle > strikte Ungleichungen > betrachten, dann gehtren
die Eckpunkte nicht mehr zum zuléssigen Bereich und damit im Allge-
meinen auch der Wert an dem das Maximum (Minimum) angenommen
wird nicht mehr.

Warum das so ist, kénnen wir uns so iiberlegen: Gibt es nur eine Variable x, so hat die zu optimierende
Funktion die Form f(z) = kx + d, beschreibt also eine Gerade. Wenn wir nun die Gerade fiir  aus
dem Intervall [a, b] betrachten, dann sehen wir sofort, dass der groite bzw. kleinste Funktionswert nur
an den Randpunkten angenommen werden kann! Analog ist eine Funktion in zwei Variablen von der
Form f(x,y) = c1x + cay + c; nun liegen die Punkte (z,vy, f(x,y)) auf einer Ebene im R3. Wenn wir
uns nun auf alle z, y im Quadrat 0 < z < 1 und 0 < y < 1 einschrianken, so ist wieder anschaulich klar,
dass der gréfite (kleinste) Funktionswert von f nur am Rand des zuléssigen x, y-Bereichs angenommen

werden kann.

Beispiel 5.4. Lineare Optimierung

Fir den Investmentfonds aus Beispiel sei der zu erwartende Gewinn bei
Investition in staatliche Pfandbriefe gleich 5%, in festverzinsliche Wertpapie-
re 6% und in Aktien 9%. Bei welcher Aufteilung (unter den oben gegebenen
FEinschrinkungen) kann der Gewinn mazimiert werden?

Losung zu 5.4. Wenn wieder x1, x2 und x3 das jeweilige Kapital bezeich-
nen, das in Pfandbriefen, festverzinslichen Wertpapieren bzw. Aktien angelegt
wird, dann ist der Gewinn f(x1,x2) = 0.05z1 + 0.0622 + 0.09(20 — 21 — x2) =
1.8 — 0.04z1 — 0.03z5. Aus der oben gegebenen Menge der zulissigen (x1,x2)-
Werte ist nun jenes Paar zu finden, fir das der Gewinn f(x1,x2) mazimal
ist. Dazu brauchen wir aber nur die Funktionswerte in den vier Eckpunkten
des zuldssigen Bereichs (siehe Abbildung zu untersuchen. Die Eckpunkte
sind die Schnittpunkte der Geraden xo = 0, 20 —x1 — 29 = 0, 1 + 22 = 10
und xo = 2x1. Der Schnittpunkt von x1 + ro = 10 und —2x1 + xo = 0 st
zum Beispiel (z1,22) = (32, 2)) = (3.3,6.6), somit ist der zugehirige Gewinn
f(%, %) = 1.46667. Analog berechnet man die anderen Eckpunkten und die
zugehorigen Funktionswerte und erhdlt

(z1,m9) | f(x1,22)
(10/3,20/3) | 1.46667
(20/3,40/3) | 1.13333

(20,0 1

(10,0) 1.4

Daraus sehen wir, dass unter den gegebenen Einschrinkungen der mazximale
Gewinn von Euro 1.47 Millionen bei einer Aufteilung des Kapitals auf staatli-
che Pfandbriefe, festverzinsliche Wertpapiere bzw. Aktien gemdf (x1,x2,x3) =
(12,29.10) = (3.3,6.6,10.0) auftritt.
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Mit Mathematica kann die Losung mit dem Befehl ConstrainedMax gefunden
werden:

In[49]:=ConstrainedMax[1.8 — 0.04x1 — 0.03x2, {x1 > 0,x2 > 0,
20 —x1 —x2 > 0,x1 +x2 > 10,x2 < 2x1}, {x1,x2}]
Out [491={1.46667, {x1 — 3.33333,x2 — 6.66667}}

Bei hoherdimensionalen Problemen (wenn es also mehr als zwei Unbekannte
X1,%9,...,%Ty gibt) ist es in der Regel nicht mehr effektiv, alle Moglichkeiten
durchzuprobieren. Man verwendet dann einen Algorithmus, bei dem man sich
bei der Suche nach dem Maximum so von einem Eckpunkt zum néichsten be-
wegt, dass der Wert von f(z1,...,x,) ansteigt; das macht man so lange, bis der
Funktionswert nicht mehr weiter zunimmt. Dieses Verfahren ist als Simplex-
Algorithmus bekannt.
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5.12. Ubung

(1)

(2)

Man l6se mittels Gauss’schem Algorithmus
Ty + 3z = —12
2z 4+ 8y + =z = 0 ,
-5z + 2y — 9z = 26
4dr — 8y + 3z = 16
-z + 2y — b5z = =21 |
3 — 6y + =z = 7
r + vy - z =9
8y + 6z = —6
—2x + 4y — 6z = 40

Man ermittle durch Rangbestimmung, ob das folgende Gleichungssy-
stem 16sbar fiir b = 4 ist und berechne gegebenenfalls die Losungen

= x1 + 2x9 + 33
= 4x1 + 5x9 + 6x3
= T7x1 + 8x2 + 9a3°
= bxy + Tx9 + 9uxj

W N =

Fiir welches b ist das System losbar. In diesem Falle bestimme man
alle Losungen.

Man ermittle mittels Gauss’schem Algorithmus, ob das folgende Glei-
chungssystem l6sbar ist und berechne gegebenenfalls die Losungen.

7T = x1 — x2 + 2x3 — 314
9 = 4 + 3z3 4+ x4
-2 = 2x1 — bxy + 23 ’
-2 = 31 — x93 — x3 + 2z4

Ein Bankkunde mochte Geld in festverzinslichen Wertpapieren der Ka-
tegorien AAA, A und B anlegen. Die Papiere der Kategorie AAA
bringen 6%, der der Kategorie A bringen 7% und die der Kategorie
B bringen 10%. Zinsen. Der Kunde mochte doppelt soviel Geld in der
Kategorie AAA anlegen als in der Kategorie B. Wieviel Geld muss der
Kunde anlegen, wenn

(a) seine Gesamtanlage Euro 50000.- betrigt und die jahrliche Zin-
seinnahme Euro 3620.- betragen soll,

(b) seine Gesamtanlage Euro 60000.- betrigt und die jahrliche Zin-
seinnahme Euro 4300.- betragen soll,

(c) seine Gesamtanlage Euro 80000.- betrégt und die jahrliche Zin-
seinnahme Euro 5800.- betragen soll.
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(5) Die elementaren Umformungen im Gaussalgorithmus sind lineare Trans-
formationen und kénnen daher durch Matrizen dargestellt werden.

(a) Man bestimme eine Matrix (Permutationsmatrix), die die zwei-
te und dritte Zeile (Spalte) einer beliebigen 3 x 3-Matrix vertauscht.
(Hinweis: Multiplikation von rechts oder links)

(b) Man bestimme eine Matrix (Eliminationsmatrix), die das — 232
—fache der zweiten Zeile zur dritten Zeile addiert.
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5.13. Euklidische Vektorriume

Der Begriff des skalaren Produktes zweier Vektoren charakterisiert den Win-
kel zwischen diesen Vektoren und ist abstrakt durch folgende Eigenschaften
gekennzeichnet.

Definition 5.71. Es sei V ein Vektorraum iber R. Ein Skalarprodukt (inneres
Produkt) auf V ist eine Abbildung

VxV =R, (z,y) — (z,y) (5.72)

mit den Eigenschaften
(i) Bilinearitit: Fir jedes x € V' sind die Abbildungen

(,x): V >R, v = (v, )

(x,"): V =R, v = (z,v)
linear.
(i1) Symmetrie: Fir alle z,y € V gilt: (z,y) = (y, ).
(i1i) Positive Definitheit: Fir alle x # 0 €V gilt: (x,z) > 0.

Anmerkung: In einem komplexen Vektorraum iiber C ist ein Skalarprodukt
():V xV — C wie folgt charakterisiert:

(i) Fiir alle z € V gilt: (z,z) > 0 und (z,x) = 0 genau dann, wenn x = 0.
(ii) Fir alle z,y,z € V gilt
(r,y+2) = (2,y) + (z,2).

(iii) Fiir alle z,y € V und A € C gilt
(z, \y) = Mz, y). (5.73)

(iv) Fiir alle z,y € V gilt: (x,y) = (y, ).

Aus (iv) folgt: (Az,y) = M=, y) und nennt diese Eigenschaft konjugiert linear
(Sesquilinearform).

Statt (5.73]) ist oft auch noch die Konvention (\z,y) = Az, y) iiblich.

Definition 5.72. Unter einem euklidischen Vektorraum versteht man ein Paar
(V,(-,-)) bestehend aus einem reellen Vektorraum und einem Skalarprodukt (-, -)
auf V.

Anmerkung: Einen komplexen Vektorraum iiber C mit Skalarprodukt nennt
man unitdren Raum.
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Beispiele:
(1) () : R"xR" - R,

(x,y) = 2191+ - .- + Tnyn-

(,): C"xC" = C,

(Z,y) = T1y1 + - . . + TpYn-

(2)

(3) Den Vektorraum der reellen stetigen Funktionen C°[—1,1] auf dem
Intervall [—1, 1] oder der Vektorraum der Polynome P,[—1, 1] auf dem

Intervall [—1, 1] kann man mit folgendem Skalarprodukt versehen

/ fa

Ein Skalarprodukt kann man auch dazu verwenden um abstrakte Léingen in
einem Vektorraum zu definieren.

Definition 5.73. Ist (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und x € V, so
bezeichnet die euklidische Norm || || von = die reelle Funktion

V = R{, z = ||z]| = V{z,x). (5.74)

Anmerkung: Analog ist eine Norm fiir komplexe Vektorraume mit Skalarpro-
dukt definiert. Die euklidische Norm wird meist mit einem Index 2 gekennzeich-
net, d. h. man schreibt || - [|2.

Fiir unsere Beispiele ergibt sich

M [-]l2: R" =R, T2t 4. 422

1
(2) Fiir Beispiel 3 ergibt sich ||f||2 := / f(z)?*dx)?.

Satz 5.74. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Fiir alle x,y € V' gilt
[z, )| < [l 1yl (5.75)

Beweis: [66] Kapitel 8.

Satz 5.75. Die Norm erfillt folgende Eigenschaften

(1) ||z|| > 0 fir alle x € V.

(i1) ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

(111) || Az|| = |A| ||z|| fir alle x € V und X € R.

(v) ||z +y|| < ||z|| + ||y|| fir alle 2,y € V (Dreiecksungleichung).
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Beweis: [66] Kapitel 8.

Allgemein nennt man einen beliebigen Vektorraum auf dem eine Funktion mit
den Eigenschaften (i) bis (iv) (Satz [5.75|) definiert ist, einen normierten Vek-
torraum.

Definition 5.76. Es sei V ein Vektorraum tber R oder C. FEine Norm
(,Linge®) auf V ist eine Abbildung mit folgenden FEigenschaften

(i) ||z|| > 0 fiir alle x € V.

(i) ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

(i13) || Az|| = |A| ||=|| fir alle x € V und A € R oder C.

() ||z +y|| < ||z|| + ||y|| fir alle z,y € V (Dreiecksungleichung).

Beispiele fiir Normen auf R™ die nicht durch ein Skalarprodukt erzeugt werden:

2l = [za] + |22] + - - |2al,

2]]oo := max|a],1 < j < .

Mit Hilfe von Normen kann ein Abstand definiert werden d(z,y) = ||z — y||.
Der Abstandsbegriff bildet die Grundlage fiir den Konvergenzbegriff der Ana-
lysis.

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erlaubt auch die Definition eines Off-
nungswinkels fiir beliebige euklidische (unitire) Vektorriaume.

Definition 5.77. Der Offnungswinkel zwischen zwei Vektoren eines euklidi-
schen Vektoraums kann definiert werden als

cos(a(z,y)) = ’ (z.9)

— 0<a(z,y) <m. (5.76)
=[] 1yl

5.13.1. Orthogonale Vektoren.

Definition 5.78. Zwei Vektoren v,w eines euklidischen Vektoraums heissen
orthogonal v L w, wenn (v, w) = 0 ist.

Beispiel: Man untersuche die Vektoren (1, z, 2?) des Vektorraums der Polynome
Py[—1,1] auf dem Intervall [—1, 1] auf gegenseitige Orthogonalitét.

Definition 5.79. Ist M C V, so heisst M+ :={v eV |v Lu fiir alleu € M}
das orthogonale Komplement von M.
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M+ ist ein Untervektorraum. Es gilt M+ ist ein Untervektorraum mit M C
M+,

Anwendung: Kern A’ = (Bild 4)*.

Definition 5.80. Ein r-tupel (vi,...,v,) von Vektoren in einem euklidischen
Vektorraum heisst orthonormal (Orthonormalsystem), wenn ||v;|| =1,1 < j <
r und v; L vy fir j #k gilt, d. h. (v;,ve) = 6jx.

Ein vollstindiges Orthonormalsystem nennt man Orthonormalbasis.

Satz 5.81. Ein Orthonormalsystem ist stets linear unabhdingig.

Beweis: Aus
v+ .o+ Ao =0
folgt nach skalarer Multiplikation mit v;
Aj(vj,v5) = A =0, 0<j<r

Satz 5.82. Ist (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis so gilt fir alle v € V

n

v = Z(vj,v) V). (5.77)

J=1

Beweis: Jeder Vektor v kann als Linearkombination geschrieben werden.

n
v = E )\j’Uj.
j=1

Skalare Multiplikation mit v ergibt das Gewiinschte.

Mit Hilfe des Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren kann man aus

jeder Basis eine Orthonormalbasis konstruieren. Sei (w1, ..., w,) eine beliebige
Basis in einem euklidischen Vektorraum. Dann ist (v1,...,v,) ein Orthonor-
malsystem, wobei diese Vektoren wie folgt definiert sind
j—1
w; — Z(wj, Uk> Vg

wy k=1

v = Tl vj = = . (5.78)
ij =) (wj, ) ka
k=1

Beispiel: Man konstruiere mit Hilfe der kanonischen Basis (1, 2, z?) eine ortho-
normale Basis fiir den Vektorraum der Polynome P»[—1,1] auf dem Intervall

[_17 1]7 <f7g> = f_ll f(x)g($)dx
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5.13.2. Orthogonale Matrizen.

Definition 5.83. Seien V, W euklidische Vektorrdume. Fine lineare Abbildung
f:V — W heisst orthogonal (oder isometrisch), wenn

(f(v), f(w)w = (v,w)y (5.79)
fur alle v,w € 'V gilt.

Eine orthogonale Abbildung ist stets injektiv, denn fiir v € Kern f gilt:
(0,0) = {f(v), f(v)) = (v,v).

Ist V.= W sind daher die orthogonlen Abbildungen stets Isomorphismen, die
mit O(V') bezeichnet werden. Ist V' = R" schreibt man auch kurz O(n). Man
nennt O(n) C M(n x n,R) die Menge der orthogonalen Matrizen A

(Av, Aw) = (v, w). (5.80)

Satz 5.84. Eine Matriz A € M(n x n,R) ist genau dann orthogonal, wenn die
Spalten (= Bilder der Finheitsvektoren) ein orthonormales System beziiglich des

Skalarproduktes bilden, d. h. A'A = E.
Es gilt:
(i) A7t = A"
(ii) det A = =1. (5.81)

Definition 5.85. Die Menge der orthogonalen n x n-Matrizen A, (d h. es gilt
det A = +1), bezeichnet man mit O(n). Die spezielle Menge der Matrizen mit
det A = +1 wird mit SO(n) bezeichnet. SO(n) C O(n).

Mit der Matrizenmultiplikation bilden O(n) und SO(n) nichtkommutative Grup-
pen.

Anwendungen von orthogonalen Matrizen in der Computergraphik werden im
Buch von Strang [76], Kapitel 8.5, Seite 457ff beschrieben. Dazu geht man
vom Vektorraum R?, bzw. R3 auf die assozierten projektiven Réume iiber
(homogene Koordinaten).

Erginzung 1: In einem endlichdimensionalem Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (V, (,)) kann jeder linearen Abbildung f (bzw. Matrix A) eine adjungierte
lineare Abbildung f* (bzw. A*) folgendermafien zugeordnet werden:

(z, f(y)) = ([ (2),y), bzw. (z,Ay) = (A"z,y) firalle z,yecV. (5.82)
Satz: Fiir Matrizen (K = C) gilt A* = A’
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Ergéinzung 2: (*) Eine fiir die Praxis besonders wichtige orthogonale Matrix
C ist durch die Koeffizienten

[2 =61 (2 — 1)(k — D)r 1 k=j
Cjk = - cos( o y Ok = 0 k£j

gegeben. Sie ist als diskrete Kosinustransformation (DCT) bekannt. Zu
jedem Vektor x bestimmt man den Koeffizientenvektor

y = C'x
und aus dem Koeffizientenvektor y kann der Originalvektor jederzeit mit
x=Cy

zuriickerhalten werden. Bei praktischen Anwendungen ist x zum Beispiel ein
Vektor von Signalwerten und bereits die Projektion auf die ersten m < n Basis-
vektoren gibt eine gute Approximation des Originalvektors, die fiir viele Félle
ausreichend ist. Man ersetzt also die n Komponenten des Originalvektors durch
m Entwicklungskoeffizienten und erreicht dadurch eine Datenreduktion. Dies
ist die Grundlage des JPEG-Verfahrens.

Man zeige, dass die diskrete Kosinustransformation fiir n = 2

-5 )

eine orthogonale Transformation ist.

Ergénzung 3: (*) Wir haben mit Hom(V, W) die Menge der linearen Abbil-
dungen von V nach W bezeichnet. Diese bilden auf natiirliche Weise wieder
einen Vektorraum. Ist speziell W = K, so nennt man diesen Raum den Dual-
raum und bezeichnet ihn mit V*, V* = Hom(V,K). Seine Elemente heissen
lineare Funktionale. Hat V' die Dimension n (ist also endlichdimensional), so
hat auch V* die Dimension n.

In einem euklidischen (unitéren) Vektorraum kénnen die linearen Funktionale
(das sind die Elemente von V*) mit Hilfe des skalaren Produkts mit den Ele-
menten von V auf natiirliche Weise identfiziert werden: v — (v, -). (siehe [67],
Seite 47 ff, 160 ff und 264 ff).

5.14. Eigenwerte und Eigenvektoren

Im Folgenden bendtigen wir vorerst kein Skalarprodukt, aber dafiir ist K = C
im allgemeinen nun unvermeidbar.

Definition 5.86. Es sei V' ein Vektorraum tber K und f : V — V eine lineare
Abbildung in V. Unter einem Eigenvektor von f zum Eigenwert A € K versteht
man einen Vektor v # 0 aus V mit f(v) = Av.
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Anmerkung: Ist v Eigenvektor, so ist auch der Vektor av, a € K ein Eigenvektor,
Eigenvektoren sind also nur bis auf ihre Linge festgelegt.

Satz 5.87. Ist A die Matriz von f : V — V beziglich der Basis (v1,...,vy)

von V', so hat A genau dann Diagonalgestalt (d.h. nur die Koeffizienten der

Hauptdiagonale von A sind ungleich Null)
A

A= , (5.83)

An

wenn vj Bigenvektor zum Eigenwert \; fir j =1,...,n ist.

Definition 5.88. Lineare Abbildungen fiir die eine Basis aus Eigenvektoren
existiert, heissen diagonalisierbar.

Satz 5.89. Ein Vektor v € V' \ {0} ist genau dann Figenvektor der Abbildung
f:V =V zum Eigenwert A € K, wenn v € Kern(f — A1d) ist.

Definition 5.90. Ist A ein Eigenwert von f, so heisst der Untervektorraum
Ey :=Kern(f — A1d) (5.84)

von V der Eigenraum von f zum Eigenwert \, und seine Dimension heisst die
geometrische Vielfachheit des Figenwertes.

Satz 5.91. Sind (v1,...,v,) Figenvektoren von f zu den Figenwerten A1, ..., A,
und gilt \j # N\, fir j # k so ist (vi,...,v,) linear unabhdngig.

D.h. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhingig.

Satz 5.92. Ist A die der Abbildung f beziiglich einer Basis zugeordnete Matrix,
so ist A genau dann ein Eigenwert, wenn det(A — AE) = 0 gilt.

Die Berechnung dieser Determinate liefert das charakteristische Polynom von f
()" A" by A A by, b €K, 0<j<n—1. (5.85)

Das charakteristische Polynom ist unabhéngig von der Basis, d.h. fiir jede Basis
gleich. Die Eigenwerte \; sind die Nullstellen (Losungen) des charakteristischen
Polynoms. Die Vielfachheit der Nullstelle A; heisst die algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes A\; . Diese kann sich von der geometrische Vielfachheit unter-
scheiden.

Anmerkung: Die Eigenwerte miissen aber nicht notwendigerweise reelle Zah-
len sein!
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Man beachte: Das Gleichungssystem fiir die Bestimmung der Eigenvektoren
ist nie eindeutig losbar!

Beispiel 1: Man berechne die Eigenvektoren und Eigenwerte der Matrix

1 1 3

A=10 2 3

2 1 2
-1 1 1
Losung: Eigenwerte: —1,1,5, Eigenvektoren: [ =1 ], -3, (1
1 1 1

Beispiel 2: Es sei V' der Vektorraum der zweimal differenzierbaren Funktionen
auf R. Man bestimme alle Eigenwerte und Eigenfunktionen der linearen Abbil-
dung f:V =V, a(z) — —%.
Satz 5.93. Die Determinante ist das Produkt aller Eigenwerte (mit Vielfach-
heit)

det(A) = )\1)\2 s )\n

Zu jedem Eigenwert gibt es mindestens einen zugehorigen Eigenvektor, hdchstens
aber so viele linear unabhéngige wie es der algebraischen Vielfachheit der Null-
stelle entspricht. n linear unabhéngige Eigenvektoren gibt es also genau dann,
wenn es zu jedem Eigenwert so viele linear unabhéngige Eigenvektoren gibt,
wie es seiner algebraischen Vielfachheit entspricht. Man erhélt also

Satz 5.94. Eine Matriz ist genau dann diagonalisierbar, wenn es zu jedem Ei-
genwert so viele linear unabhdngige Eigenvektoren gibt wie seiner algebraischen
Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Polynoms entspricht.

Ist eine Matrix nicht diagonalisierbar, so kann man sie zumindest auf obere Dreiecksform bringen
(Jordansche Normalform), so dass auf der Hauptdiagonale die Eigenwerte stehen. Die Elemente
direkt oberhalb der Hauptdiagonale sind entweder 0 oder 1 und alle anderen Elemente sind 0. (Details

siehe [66], Seite 234)

5.14.1. Anwendungsbeispiel: Markovprozess. Ein Geschift mit zwei Fi-
lialen verleiht tageweise Fahrrider. 60% der Fahrrider die in der ersten Filiale
ausgeliehen werden, werden auch dort zuriickgegeben; der Rest in der anderen
Filiale. 70% der Fahrrider die in der zweiten Filiale ausgeliechen werden, werden
auch dort zuriickgegeben; der Rest wiederum in der anderen Filiale.

Ist es moglich die Fahrrader so auf beide Filialen zu verteilen, dass in jeder
Filiale an jedem Morgen genau die gleiche Anzahl von Fahrradern steht? Wenn
man die Fahrrader irgendwie auf beide Filialen verteilt, was passiert dann im
Laufe der Zeit?
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Losung: Bezeichnen man die Anzahl der Fahrrider in den beide Filialen am
n-ten Tag mit x;(n) und z2(n), so gilt nach Voraussetzung

0.6 0.3
x(n+1) = Ax(n), A= <0.4 07) .
Fiir die gewiinschte Verteilung x muss
x = Ax

gelten, sie muss also ein Eigenvektor zum Eigenwert eins sein. Die charakteri-
stische Gleichung lautet

A2 —1.3)04+03=0

und die Eigenwerte sind \; = 1 und Ao = 0.3. Die zugehorigen Eigenvektoren

lauten
(3 (1
u; = 4)° Uy = 1)

Die gesuchte Verteilung ist also x = %ul (die Lange wurde hier so gewéhlt, dass
x1 + x9 = 1) und in der ersten Filiale sollten 43% und in der zweiten 57% der
Fahrréider sein.

Wie sieht es nun mit dem Zeitverhalten aus? Ist die Verteilung x(0) am Anfang
gegeben, so ist die Verteilung nach n Tagen

x(n) = A"x(0).

Das ist zwar eine nette Formel die man mit Mathematica fiir jedes n auswerten
kann, aber was im Laufe der Zeit passiert ist daraus nicht ablesbar! Geht man
nun zur Basis aus Eigenvektoren iiber

x(0) = Uy = y1u1 + yug,
so hat man
x(n) = y1 A"y + yo A"ug = y1 \'ug + y2 Ajus = yiug + y2 (0.3)"us.

Die Komponente in uy Richtung nimmt also exponentiell ab und die Verteilung
konvergiert gegen die Gleichgewichtsverteilung y;u;. Mit anderen Worten, voll-
kommen egal mit welcher Verteilung man startet, im Laufe der Zeit stellt sich
die Gleichgewichtsverteilung ein.

Allgemein zeigt letztes Beispiel auch, dass man A” fiir eine diagonalisierbare
Matrix leicht mittels

Ak‘:U U—l

berechnet werden kann.
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Denn fir A = UBU~ ! gilt A¥ = A-A..-A = (UBU-Y)(UBU~Y)-..(UBU~') = UB(U"'U)B
- (U-'U)BU-' = UBFU L.

Markovprozesse konnen natiirlich auch in héheren Dimensionen betrachtet wer-
den. Die charakteristische Eigenschaft der Matrix A ist dabei, dass alle Koeffi-
zienten nicht negativ und die Spaltensummen immer eins sind. In diesem Fall
wird A auch als Markov-Matrix bezeichnet.

Satz 5.95. Fine Markov-Matrixz hat immer einen Eigenwert eins und es gibt
sogar immer einen Gleichgewichtszustand dessen Komponenten alle nicht ne-
gativ sind.

Das A immer den Eigenwert eins hat ist leicht zu sehen: Die transponierte Matrix A? hat Zeilensummen
eins und deshalb ist e = (1,1,...,1) ein Eigenvektor zum Eigenwert eins, Ale = e. Warum niitzt uns
das? Weil A und A! die gleichen Eigenwerte haben, denn es gilt det(AE —A?) = det((AE —A)!) =
det(AE —A).

Eine beliebige Anfangsverteilung muss aber nicht immer gegen einen Gleich-
gewichtszustand konvergieren, sie konnte auch hin und her springen wie zum

Beispiel bei
0 1
A= <1 0).

(Diese Matrix hat die Eigenwerte 1 und —1.)

Satz 5.96. Sei A eine Markov-Matriz. Dann sind alle Figenwerte vom Betrag
kleiner gleich eins. Gibt es ausser eins keinen Figenwert mit Betrag gleich eins,
so konvergiert fiir beliebigen Anfangszustand x(0) die Folge von Vektoren x(n) =
A"x(0) gegen einen Gleichgewichtszustand (der vom Anfangszustand abhdngen
kann).

Die Bedingung ist zum Beispiel erfiillt, falls alle Diagonalelemente der Matrix A positiv sind. Sind

sogar alle Koeffizienten von A positiv, so ist der Gleichgewichtszustand eindeutig.

5.14.2. Anwendungsbeispiel: Bewertung von Webseiten mit Page-
Rank ([30]). Die Idee der Markovprozesse wird auch bei der Suchmaschine
Google| verwendet. Die Idee dahinter wollen wir uns zum Abschluss noch etwas
genauer ansehen.

Wir haben also eine Anzahl von Seiten n, die miteinander verlinkt sind, gegeben.
Die Links werden durch eine Matrix L;; beschrieben, die eins ist falls ein Link
von der i-ten zur j-ten Seite besteht und sonst null. Ublicherweise zihlt man
Links einer Seite auf sich selbst nicht und setzt L;; in jedem Fall null.


http://www.google.com
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Aufgabe einer guten Suchmaschine ist es nicht nur Seiten, die ein bestimmtes
Stichwort enthalten, zu finden, sondern auch die Treffer nach bestimmten Kri-
terien zu sortieren. Dazu ist es notwendig alle Seiten zu bewerten und jeder
Seite ein Gewicht x; zuzuordnen. Die Idee dabei ist es, dass jeder Link auf eine
Seite als ,,Stimme*“ fiir diese Seite zahlt. Im einfachsten Fall zdhlt man also die
Anzahl der Seiten die auf die i-te Seite verlinken und definiert

n
j=1

als deren Gewicht. Der Nachteil ist, dass dabei die Stimme einer Seite mit vielen
Links genau so viel zdhlt, wie die Stimme einer Seite mit wenigen ausgesuchten
Links. Deshalb verfeinern wir unseren Ansatz und geben jeder Seite insgesamt
nur eine Stimme, die sie gleichméssig auf alle Seiten auf die sie verlinkt verteilt:

n n
1
T = Z ;ijia nj = Zsza
]:1 =1
wobei n; die Anzahl der Links auf der j-ten Seite ist.

Sollte eine Seite nicht von ihrem Stimmrecht gebrauch machen, sollte also n; = 0 sein, so ist der Term

%Lﬁ durch 0 zu ersetzen.
J

Das ist schon etwas besser, aber immer noch nicht optimal. Der Betreiber einer
Seite konnte einfach eine grofie Anzahl von weiteren Seiten erstellen, deren einzi-
ger Zweck es ist, auf seine eigentliche Seite zu verlinken, um deren Bewertung zu
erhohen. Insbesonders werden grofle Homepages mit vielen untereinander ver-
linkten Seiten automatisch besser bewertet als kleinere Homepages. Wir miissen
also nochmals nachbessern indem wir nicht jeder Seite genau eine Stimme ge-
ben, sondern genau so viel Stimmrecht, wie es ihrem Gewicht entspricht

n
1
€Ty = E 7Lji$j-
- n;
7j=1

Hoppla, werden Sie sich jetzt vielleicht denken, da drehen wir uns jetzt aber im
Kreis! Auf der rechten Seite kommen ja wieder die Gewichte x; vor die wir ja
gerade ausrechnen wollen! Stimmt, wir haben eben eine Gleichung

1
X = AX, mit Ai]’ = iji,
N

J

fiir die gesuchten Gewichte x bekommen. Wir miissen also einen Gleichgewichts-
zustand der Markov-Matrix A finden.

Im Fall n; = 0 haben wir wieder das Problem, dass die j-te Spalte von A gleich null ist, obwohl die

Spaltensummen einer Markovmatrix gleich eins sein miissen. Diese Seite hat aber keinen Einfluss auf
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die Gewichte der anderen Seiten und wir kénnen diese Seite einfach entfernen. IThr Gewicht kann dann

spéter leicht aus den Gewichten der anderen Seiten berechnet werden.

Um die gesuchten Gewichte zu erhalten, miissen wir also einen Eigenvektor von
A zum Eigenwert eins finden, also das lineare Gleichungssystem (A — E)x =0
16sen. Theoretisch ist das kein Problem, aber bei der Anzahl der Seiten im Inter-
net sind mit dieser Aufgabe auch die derzeit schnellsten Computer iiberfordert.
Was also tun? Muss unsere schéne Idee mangels praktischer Durchfithrbarkeit
in den Papierkorb wandern? Nein! Bei einem Markovprozess kann man den
Gleichgewichtszustand ja ndherungsweise durch die Iteration

x(k+1) = Ax(k)

eines Anfangszustandes x(0) erhalten. Diese Iteration kann (vergleichsweise)
schnell berechnet werden, da die meisten Koeflizienten von A ja null sind,
und man kann dadurch zu einer, fiir unsere Zwecke vollkommen ausreichen-
den, Naherung fiir den Gleichgewichtszustand gelangen.

Man kann sich die Iteration auch wie eine Anzahl von Zufallssurfern vorstellen.
Der Vektor x(k) gibt an wie viele Surfer sich im k-ten Schritt auf jeder einzelnen
Seite befinden. In jedem Schritt sucht sich jeder Surfer zufillig einen Link auf
seiner aktuellen Seite und wechselt auf die nichste Seite. Im Laufe der Zeit
stellt sich dabei die Gleichgewichtsverteilung ein.

Wir sind somit fast am Ziel, eine einzige kleine Hiirde ist noch zu nehmen: Wir
haben ja gerade vorher gelernt, dass die Iteration eines Markovprozesses nicht
immer konvergiert. Wenn zwei Seiten nur auf die jeweils andere verlinken so
springt die Iteration immer hin und her. Ein Zufallssurfer der in diese Falle tappt
wiére also gefangen und auf ewig dazu verdammt zwischen diesen beiden Seiten
hin und her zu wechseln. Deshalb fithren wir noch einen ,,Dampfungsfaktor
a € (0,1) ein. Nur der Bruchteil « aller Benutzer wihlt aus den Links der
aktuellen Seite, der Rest (1 — a) sucht sich zufillig irgendeine Seite aus. Im
Bild der Bewertung bedeutet, dass das nur der Anteil « {iber die Bewertung
durch andere Seiten und der Rest (1 — «) gleichméssig verteilt wird.

Legen wir fest, dass jede Seite im Durchschnitt Gewicht eins hat, also

n
E Tj =n,
J=1

so erhalten wir folgendes modifizierte Gleichungssytem
x = (1 — a)e + aAx,

wobei € = (1,1,...,1). In der Praxis wird ein Wert um « = 0.85 verwendet.
Die Losung dieses Gleichungssystems ist

x=(1-a)(E—-ad)le
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und kann mittels Iteration
x(k+1)=(1—-a)e+ alx(k),

bestimmt werden.

Die Eigenwerte von A sind vom Betrag kleiner gleich eins. Also sind die Eigenwerte von aA kleiner
gleich @ < 1. Somit ist eins kein Eigenwert von oA und damit ist E —aA invertierbar. Um zu verstehen,
dass die Iteration konvergiert, berechnen wir

k—1
x(k) =(1-a) Z o Ale + oF AFx(0).
j=0
Fiir die Markov-Matrix A bleiben die Vektoren A*x(0) beschrinkt (er konvergiert gegen eine Gleich-
gewichtszustand oder springt hin und her) und der Faktor o bewirkt, dass a® AFx(0) — 0. Das

oo

gleiche gilt fiir die Vektoren A7e und aus der Konvergenz der geometrischen Reihe Z] 0 o’ folgt die

Konvergenz der obigen Reihe.

Dieser Algorithmus zur Webseitenbewertung bildet das Herzstiick von Google
und ist als PageRank (http://www-db.stanford.edu/~Ebackrub/google.html)
bekannt.

Ergianzung:

Satz 5.97. (Cayley-Hamilton) Die lineare Abbildung f (bzw. die Matriz A)
erfillt das charakteristische Polynom, d.h. geniigt der Gleichung

(=)™ " 4 b1 f* 4+ bif + by =0,

(—1)"A" + b, g AV b b At hy =0, b €K, 0<j<n—1 (586)

Die Summe der Hauptdiagonalelemente einer n x n-Matrix (a;;) nennt man die
Spur der Matrix (Trace)

n

tI“(A) == Zajj. (587)

=1

Sie ist gleich der Summe der Eigenwerte, da sie eine Invariante ist.


http://www-db.stanford.edu/~backrub/google.html
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5.15. Hauptachsentransformationen

Definition 5.98. Es sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Eine lineare
Abbildung ((beschrinkter) Operator) f:V — V heisst selbstadjungiert, wenn

(f(v),w) = (v, f(w)) (5.88)
fiir alle v,w € V gilt.

Es gilt

Satz 5.99. Figenvektoren v und w eines selbstadjungierten Operators f zu
Eigenwerten N # p stehen senkrecht (orthogonal) zueinander. Die Figenwerte
sind reell.

Beweis: Aus (f(v),w) = (v, f(w)) ergibt sich (\v,w) = (v, pw) also (A —

) (v, 10) = 0. ]
Weiters gilt A(v,v) = (v, \v) = (v, f(v)) = (f(v),v) = (Av,v) = A(v,v) und
damit A = \.

Satz 5.100. Ist v Eigenvektor des selbstadjungierten Operators f:V — V, so
ist der Unterraum

vEi={weV |wluv} (5.89)

invariant unter f, d.h. es gilt f(vt) C v*t.

Beweis: Aus (v, w) = 0 folgt auch (v, f(w)) = (f(v),w) = (\v,w) = 0.

Satz 5.101. Ist (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und (vi,...,v,) eine
Orthonormalbasis von V', so ist die Matriz A einer linearen Abbildung f :V —

V' durch
agr, = (vj, f(0))) (5.90)

gegeben.

Beweis: Da f(vg) in V ist, kann dieser Vektor als Linearkombination der Basis-
vektoren geschrieben werden.

Pl =S Mgy = 3 oy, Flug)uy ),
j=1

J=1
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Andererseits sind die Spalten von A die Bilder der Einheitsvektoren

ailk
a2k
Aek. =
Qn K
Ein Vergleich liefert die Formel (5.90).
Satz 5.102. Ist (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V', so ist der Opera-

tor f : V. — V genau dann selbstadjungiert, wenn die zugehdrige Matriz A
symmetrisch ist, d.h. aj, = ay; erfiillt.

Satz 5.103. Ist (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum
und f 'V — V eine selbstadjungierte lineare Abbildung, so gibt es eine Or-
thogonalbasis aus Eigenvektoren von f.

Satz 5.104. (Hauptachsentransformation) Ist A eine symmetrische reelle
nxn-Matriz, so gibt es eine orthogonale Transformation U € O(n), sodass D :=
U—YAU eine Diagonalmatriz mit den Eigenwerten von A in der Diagonalen ist,
jeder so oft angefiihrt, wie seine geometrische Vielfachheit angibt.

D.h., D hat die Gestalt
A1

A
D= . (5.91)

Ar

Anmerkung: Die normierten Eigenvektoren von A bilden die Spalten der ortho-
gonalen Matrix U. Ist ein Eigenwert A nicht einfach, muss mit dem Schmidt-
schen Orthogonalisierungsverfahren eine orthonormale Basis von F) konstruiert
werden. Es existieren aber auch noch andere (nicht-orthogonale) Matrizen wel-
che diese Matrix diagonalisieren.

Beispiel: Man diagonalisiere die Matrix

2 1 1
A=11 2 -1
1 -1 2

Beispiel: (*) (Quadratische Kurven) Man beschreibe die Kurve im R?, die durch
die Gleichung
356% + 2x179 + 3:6% =1
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gegeben ist.
Losung: Der Trick besteht darin, die Gleichung in der Form
x'Ax = anl'% + (a12 + CL21)£L‘1.%'2 + CLQQJ:‘% =1

zu schreiben. Es muss also a11 = 3, a12 + a21 = 2 und age = 3 gelten. Fordern
wir, dass A symmetrisch ist, ajo = ao1, so folgt

A:G ;))

Verwenden wir die Eigenvektoren von A als neue Orthonormalbasis y = U~ !x,
bzw. x = Uy, so gilt

x'Ax = (Uy)'A(Uy) = y"(U'AU)y = y' (U 'AU)y
da U orthogonal ist. Nach Konstruktion ist U~'AU eine Diagonalmatrix und
deshalb ist
Ayt + Aays = 1.
Die normierten Eigenvektoren u; = %(1, 1), ug = %(1, —1) sind die Haupt-

achsen und die Eigenwerte A\; = 2, Ao = 4 die Streckungsfaktoren. In den neuen
Koordinaten, sehen wir, dass es sich um eine Ellipse 2y? + 4y3 = 1 handelt.

Durch Drehung des Koordinatensystem auf die Hauptachsen kann also jede
quadratische Kurve auf Normalform gebracht werden. Sind beide Eigenwerte
positiv, so handelt es sich um eine Ellipse, ist einer positiv und einer negativ,
so handelt es sich um eine Hyperbel.

5.15.1. Anwendung:(*) Die diskrete Kosinustransformation ([30]). Als
Abschluss kénnen wir nun die diskrete Kosinustransformation herleiten. Dazu
betrachten wir folgende symmetrische n x n Matrix

0 1
10 1
1l 1 o0 1
A= - .
1 0 1
1 0

Alle Eintrige auf der Hauptdiagonale sind 0, auf der Diagonale oberhalb und
unterhalb der Hauptdiagonale % und alle weiteren sind ebenfalls 0. Nun versucht
man die Eigenwerte und Eigenvektoren zu berechnen. Das charakteristische
Polynom zu berechnen erscheint auf den ersten Blick aussichtslos und deshalb
untersucht man zuerst die Eigenwertgleichung

Au = \u



5.15. Hauptachsentransformationen 193

und ignoriert zunéchst die Tatsache, dass man die Eigenwerte noch nicht kennt.

Jede Zeile entspricht einem Gleichungssystem der Form
1 1
§Uj+1 + iuj,l = )\uj

mit den Ausnahmen j = 1 und j = n, wo die Terme %uo bzw. %unﬂ fehlen.
Die Koeffizienten des Eigenvektors erfiillen also bis auf die Randpunkte eine
lineare Rekursionsrelation zweiter Ordnung von der man weis wie sie zu l6sen
ist. Um die Probleme an den Randpunkten zu beheben, fordert man einfach die
Randbedingungen

up = un+1 - 07
dann ist eine Losung der Rekursionsrelation auch gleichzeitig ein Eigenvektor!

Man 16st nun die Rekursionsrelation: Der Ansatz u; = 1/ liefert die charakte-
ristische Gleichung

p?r =22 +1=0
mit den Nullstellen
u1:/\+\/)\2—1, /,LQZ)\—\/)\2—1.

Man beachte , dass pips = A2 — (VA2 —1)2 = 1 ist. Fiir A < 1 sind beide
Nullstellen konjugiert komplex

uj = kq cos(wyj) + kg sin(wy), p1 = e = cos(w) + isin(w).
Aus der ersten Randbedingung ug = 0 folgt
uj = ksin(wy)
und die zweite lautet
Upt1 = ksin(w(n + 1)) = 0.
Damit sie erfiillt ist muss
w(n+1) = Ir, telZ,

gelten. In diesem Fall ist u ein Eigenvektor und das zugehorige A = &2”2 =
cos(w) ein Eigenwert. Riickeinsetzen liefert somit die Eigenwerte und Eigenvek-

toren
Y4 2 4]
)7 W = SlIl( )
+1 n—+1 n—+1 1<j<n

mit 1 < ¢ <n, denn £ = 0 liefert nur ug = 0 und alle anderen Werte von ¢ € Z
liefern aufgrund der Periodizitéit der trigonometrischen Funktionen nur wieder
Werte die man schon kennt. Da man damit alle n Eigenwerte gefunden hat,
braucht der Fall A > 1 nicht mehr untersucht werden.

A = cos(
n



194 5. Lineare Algebra und analytische Geometrie

AuBlerdem wurden die Eigenvektoren auf eins normiert, sie bilden also bereits
eine Orthonormalbasis. Um die Normierung einzusehen verwendt man die For-
mel von Euler e = cos(z) + isin(z) und nimmt eine Abkiirzung durch die
komplexe Ebene: Nimmt man den Imaginérteil der geometrischen Reihe

n i2me
iﬂj B 1 —e“™ .
Y el = ——— =0,
1
]:O 1 — e ntl
. 270j . o .
so folgt wegen e ntl = (cos(g—_ijl) + 1s1n(7f—_fjl))2

n

ZCOSQ( mt ) — sin?( mt ) = 0.
=0

n+1 n+1

Andererseits gilt wegen sin?(z) + cos?(z) = 1

= wlj lj
20082( J ) + sin?( J )=n-+1.
= n+1 n+1

Die letzten beiden Formeln subtrahiert ergibt das gewiinschte Resultat

n .

¢ 1
S sin?(—y = B
j=1

n+1 2

Es stellt sich jetzt die Frage, was das alles mit der Kosinustransformation zu tun
hat? In der Formel fiir die Eigenvektoren steht zwar ein Sinus, von einem Kosi-
nus ist aber weit und breit nichts zu sehen! Die wirkliche Kosinustransformation
erhélt man ndmlich wenn man die Matrix

11
10 1
1l 1 0 1
A= - ,
1 0 1
1 1

betrachtet. Das macht die Rechnung nur etwas komplizierter (man muss mit
den Randbedingungen uy = u; und u,, = u,11 rechnen), dndert aber nichts an
der prinzipiellen Idee.

Der Vorteil fiir die Bildverarbeitung ist, dass bei der letzten Matrix u = (1,1,...,1) ein Eigenvektor

ist Au = u. Bei einem Bild mit konstanter Farbe steckt die ganze Information in dieser Komponente.
Nachtrag einiger Begriffe fiir Vektorrdume {iber C.

Sei A € M(n x m,C), dann heisst

A die komplex konjugierte Matrix,
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Die adjungierte Matrix wird definiert durch:
fiir alle Vektoren x,y gilt: (x, Ay) = (A*z,y).

Man kann nun zeigen, dass A* = A’
Allgemein gilt Kern(A*) = Bild(A)*.

Gilt A* = A, so heisst die Matrix A selbstadjungiert (symmetrisch, hermitisch),
gilt A* = —A, so heisst die Matrix A schief-symmetrisch.

Fiir Matrizen U, die das Skalarprodukt invariant lassen (Uz, Uy) = (z,y), folgt
UU* = E, das bedeutet U~! = U*. Es gilt |det(U)| = 1 und die Eigenwerte
liegen daher am Einheitskreis.

Projektoren Py;:
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5.16. Ubung
(1) Man orthonormalisiere die Vektoren
1 0 1
a] = 0 N ag — 1 s az — 2
1 1 4

(2) Man berechne eine orthonormale Basis des Vektorraums der Polynome
P3[—1,1] aus der Basis (z,7 + 1,22, 2%) mit dem Skalarprodukt

(f.9) = /1 f(z)g(x)dx.

(3) Man berechne die Eigenwerte und Eigenvektoren folgender Matrizen:

11 3 353 2 0 -1 s 10
023, [o46], [01 0], [1 s s
2 1 2 00 1 10 4 01 s

(4) Projektor:
(i) Man finde die Matrix P die jeden Vektor b des R3 auf die Gera-
de mit dem Richtungsvektor a = (2,1, 3) projeziert. Was ist die Spur
(Summe der Diagonalelemente) von P.
(ii) Man gebe den Bildraum (Spaltenraum) und den Nullraum (Kern)
von P an. Geometrisch beschreiben und auch jeweils eine Basis ange-
ben.
(iii) Was sind die Eigenwerte und Eigenvektoren. (Kann auch durch
Uberlegen statt durch Rechnen gefunden werden!)

(5) Man diagonalisiere die folgenden symmetrischen Matrizen, d. h. man
berechne ihre Diagonalform D := U~'AU und gebe auch eine Matrix
U (die Spalten von U sind die Eigenvektoren von A) an

2 1 1 1 -1 -1 s k k
1 2 -1, -1 1 1], |k s k
1 -1 2 1 1 1 kE ks

(6) Fiir ein Rapid Prototyping-Verfahren wurde folgende Anforderung ge-
stellt: man berechne fiir ein Objekt einen minimal einhiillenden Qua-
der. Dieses Problem der Berechnung der sogenannten ,,bounding box“
wurde mit dem PCA-Algorithmus gelost (z.B. http://wscg.zcu.cz/
wscg2007/Papers_2007/full/C11-full.pdf) Die Achsen eines da-
mit berechneten Quader seien nun (1,0,2),(0,1,0),(2,0,—1).

Man berechne die Matrix mit der der Quader parallel zu den Achsen
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) gedreht werden kann.


http://wscg.zcu.cz/wscg2007/Papers_2007/full/C11-full.pdf
http://wscg.zcu.cz/wscg2007/Papers_2007/full/C11-full.pdf
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(7) (*) (Spektralsatz). Wir haben mit E) den Kern von f — AId bezeich-
net. Beweise: Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum
und f : V — V eine selbstadjungierte lineare Abbildung. Sind alle
Eigenwerte A1, ..., A, verschieden und bezeichnet P, die Orthogonal-
projektion auf den Eigenraum zum Eigenwert A, dann gilt

F=> NP (5.92)
j=1






Kapitel 6

Analysis 1

6.1. Stetigkeit

Grob (und anschaulich) gesprochen heisst eine Funktion stetig, wenn sie keine
Spriinge macht. Zum Beispiel ist es demnach klar, dass die Funktion f : R —
R, x — 22 (Abb. stetig ist.

Abbildung 6.1. Parabel f(z) = z?

Anschaulich ist auch die Stetigkeit bzw. Nicht-Stetigkeit folgender Funktionen
klar.

(i) Die ,,Groltes Ganzes“ oder floor-Funktion: | | : R — Z,z — [z] (Abb.
ist offensichtlich unstetig in allen Punkten x € Z.

(ii) Auch die Ségezahnfunktion f: R — R, z +— x — |z] (Abb. ist in allen
Punkten x € Z unstetig.

199
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Abbildung 6.3. Sigezahnfunktion

Schwieriger ist die Entscheidung iiber Stetigkeit bei der Funktion
1 1 1
fa)=dn  wskl<sm
0 z=0

im Punkt z = 0 oder bei f : 2 ~ sin(1) (Abb.|6.4) im Punkt z = 0 oder bei
der

(iii) Dirichletfunktion

1 fiir x rational
0 fiir z irrational.

Die Grundidee zur formalen Definition der Stetigkeit ist die Vorstellung, dass
sich der Funktionswert f(x) beliebig wenig &ndert, falls sich auch = geniigend
wenig dndert.

Definition 6.1. Es sei D C R und f : D — R eine Funktion und a € D. Dann
heisst f stetig im Punkt a (stetig an a oder bei a), wenn es zu jedem € > 0 ein
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Abbildung 6.4. Stetig in 07

de,a > 0 gibt, sodass fiir alle x € D gilt
aus | —a|l <deq folgt |f(xz)— f(a)] <e. (6.1)
Die Funktion f heisst stetig, falls sie in jedem Punkt a € D stetig ist.

Anschaulich unter Verwendung von e-Umgebungen kann man dies auch so for-
mulieren: Zu jedem € > 0 gibt es ein §. > 0, sodass

aus x € U (a) folgt f(x) € U(f(a)), (6.2)
wobei Uy, (a) der Durchschnitt der d.-Umgebung von a mit D ist.

Anmerkung: Wichtig ist, dass es zu jedem € > 0 ein d. > 0 gibt und nicht
umgekehrt!

Beispiel: Fiir zeige die Stetigkeit der Funktion f : R — R, = + z? im Punkt
a = 1. Man wéhle zuerst € = %0 und dann allgemein.

Mittels Folgen lisst sich dann Stetigkeit folgendermassen charakterisieren. Eine
Funktion ist genau dann stetig in a, wenn fiir jede Folge die gegen a konvergiert
auch die ,Bildfolge“ gegen f(a) konvergiert, bzw. genauer

Satz 6.2. (Folgenstetigkeit). Genau dann ist f : D — R stetig bei a € D, wenn
folgendes gilt: Fiir jede Folge (x,) — a,x, € D, gilt (f(x,)) = f(a).

Beweis: [81], Seite 54.

Anmerkung: Oft wird auch die Folgenstetigkeit zur Definition von Stetigkeit
verwendet. Man beachte aber, dass die Konvergenz von Folgen natiirlich auch
tiber Epsilons definiert ist.

Mit Hilfe dieses Satzes lisst sich nun Satz unmittelbar fiir Aussagen iiber
Stetigkeit verwenden.
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Satz 6.3. Sind die Funktionen f,g: D — R stetig am Punkt a € D, und sind
A i€ R, dann sind auch die Funktionen \f + pug und f - g stetig am Punkt a.
Ist f(x) # 0 fir alle x € D, so ist auch % stetig bei a.

Ist iibrigens f(a) # 0, so folgt, dass auch f(x) # 0 in einer Umgebung von a
sein muss.

Beispiel: Die identische Funktion Id : R — R, z + z ist in jedem Punkt a = x
stetig. Man wéhle d. = € .

Aus Satz folgt nun sofort mit Satz die Stetigkeit aller Polynomfunktio-
nen p und rationalen Funktionen r

n
pl) =) apa",
k=0

wobei die rationale Funktion r auf D = {x € R | g(z) # 0} definiert ist.
Satz 6.4. Die Zusammensetzung (Verkettung) stetiger Funktionen ist stetig.

Beweis: [81], Seite 56.

Wir wollen nun den Grenzwertbegriff in Verbindung mit dem Funktionsbegriff
bringen. Dazu brauchen wir zuerst den Begriff des Beriihrungspunktes.

Definition 6.5. Es sei D C R. Fin Punkt a heisst Berithrungspunkt von D,
wenn es eine Folge (ay,),a, € D gibt mit lim,_, a, = a.

Jeder Punkt in D ist offensichtlich ein Beriihrungspunkt von D, aber auch
Punkte die nicht zu D gehotren, kénnen Beriihrungspunkte sein, z.B. sind fiir
D = (-1,0) U (0,1) die Punkte {—1,0, 1} Beriihrungspunkte.

Definition 6.6. Gegeben sei eine Funktion f : D — R, D C R und a ein
Beriihrungspunkt von D. Man sagt die Funktion f hat den Grenzwert c im
Beriihrungspunkt a

J;ﬂ%f(‘”) =c (6.3)

falls fiir jede Folge (), x, € D mit limy, 00 T, = a gilt
lim f(z,)=-c.

n—oo
Weitere Bezeichnungen:

lim f(z) = ¢

zla
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falls fiir jede Folge (), xn € D, xy > a mit lim, o x, = a gilt
lim f(z,)=c

n—oo
(auch als rechtsseitiger Limes bezeichnet)
und

ggf@):c

falls fiir jede Folge (), xn € D,z < a mit lim, o0 , = a gilt
lim f(z,)=c
n—oQ

(auch als linksseitiger Limes bezeichnet)

Statt 1 und | schreibt man oft auch \, und .

Ist der Definitionsbereich nach oben unbeschrdinkt, schreibt man
lim f(x)=-c

T—r00
falls fiir jede Folge (), xy, € D, mit limy,_ o0 ,, = 00 gilt

nILHQO flzn) =c.

Analog ist lim,_,_~ f(z) = ¢ definiert.

Anmerkung: Man kann damit links-, bzw. rechtsseitige Stetigkeit definieren.
Beispiele: (i) f: R — Z, =+ |z]
lim|z] =1, lim|z]| = 0.

x|l 11
(ii) Rationale Funktion
2
—1
lim Z —92,  1¢D.
z—1 x—1

Anmerkung: Man kann diese Funktion zu einer stetigen Funktion auf ganz R
erginzen indem man fiir x = 1, f(1) := 2 definiert.

Definition 6.7. Ein abgeschlossenes endliches Intervall I = [a,b] C R heisst
kompakt.

Anmerkung: Eine allgemeinere Definition findet man z. B. in [82].

Mit dem Satz von Bolzano-Weierstrass folgt daher, dass jede Folge auf
einem kompakten Intervall eine konvergente Teilfolge hat.
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Satz 6.8. Es sei K ein kompaktes Intervall und f : K — R eine stetige Funk-
tion. Dann ist f beschrdnkt und nimmt auf K ein Mazximum und ein Minimum
an.

Beweis: [81], Seite 58.

Sind diese Voraussetzungen nicht erfiillt, so gilt dies nicht wie man am Beispiel
der Funktion z — %, D = (0, 1] sieht. Diese ist auf D unbeschréankt und hat
zwar ein Minimum aber kein Maximum.

Satz 6.9. (Zwischenwertsatz) Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden
Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis: [81], Seite 59.
Anschaulich besagt dieser Satz, dass ein Intervall keine Locher haben kann.

Daraus folgt zum Beispiel, dass das Polynom f(z) = z¥—a,a > 0 eine Nullstelle

auf [0,a + 1] haben muss, da f(0) = —a < 0 und f(a+1) = (a + 1)k —a >
1+ (k—1)a > 0 ist. Daher hat jede positive reelle Zahl a eine reelle k-te Wurzel.

Mit dem Zwischenwertsatz folgt auch

Satz 6.10. Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat eine reelle Nullstelle
(auch Wurzel genannt).

Fiir Polynome geraden Grades braucht dies nicht zu gelten wie man an dem
Polynom f(z) = 22 + 1 sieht.
Weiters gilt

Satz 6.11. Das Bild eines Intervalles unter einer stetigen reellen Funktion ist
wieder ein Intervall.

Satz 6.12. FEine stetige reelle Funktion auf einem Intervall ist genau dann
injektiv, wenn sie streng monoton ist.
Beweis: [81], Seite 61.

Mit diesen Vorbereitungen kann man nun den Satz iiber die Existenz der Um-
kehrfunktion formulieren.

Satz 6.13. Es sei D ein Intervall und f : D — R stetig und injektiv. Dann ist
f(D) =: C ein Intervall, die Funktion f ist streng monoton, und f besitzt eine
stetige und streng monotone Umkehrabbildung auf C'.

Beweis: [81], Seite 62.
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Als Anwendung betrachten wir die Funktion z — 2™, D = [0, 00) . Diese ist ste-

tig und streng monoton auf D. Deshalb existiert fiir x > 0 die Umkehrfunktion
1

T Tn.

Zum Schluss wollen wir noch den Begriff der gleichméssigen Stetigkeit definie-

ren.

Bei der Stetigkeit einer Funktion f im Punkt a war J. abhéngig vom gewéhlten
€ und auch fiir verschiedene Punkte a verschieden. Ein Beispiel ist die Funktion
frx—a271,D=(0,1).

Definition 6.14. FEine Funktion f : D — R heisst gleichméssig stetig, falls
gilt: Zu jedem € > 0 gibt es ein d¢ > 0, sodass fir alle a,x € D gilt:

aus |z —a|l <. folgt |f(z)— f(a)] <e. (6.4)

Im Gegensatz zur Stetigkeit wo d(a, €) von a und e abhéngt, darf hier §(e) nur
von € abhéngen nicht aber von a.

Anmerkung: eine weitere Verschirfung des Stetigkeitigkeitsbegriffes ist die Lip-
schitzstetigkeit]']

6.1.1. Folgen und Reihen von Funktionen. Wir wollen nun nicht nur
einfache Zahlenfolgen betrachten, sondern allgemeiner Folgen bei denen jeder
natiirlichen Zahl eine Funktion zugeordnet wird. Das n-te Folgenglied f,, ist nun
keine reelle Zahl sondern eine Funktion f,, : D — R. Man schreibt in diesem
Fall auch (fy,)n>k oder (fy) oder lasst die Klammern ganz weg und schreibt nur

-

Fiir Folgen von Funktion kann man Konvergenz auf verschieden Arten definie-
ren, da verschiedene Abstandsbegriffe eingefiihrt werden kénnen. Eine nahelie-
gende Definition ist:

Definition 6.15. Die Folge von Funktion (f,) konvergiert punktweise gegen
f: D — R, wenn fiir jedes x € D, die reelle Zahlenfolge (f.(x)) gegen die reelle
Zahl f(x) konvergiert.

D. h. Zu jeder reellen Zahl € > 0 und jedem x existiert eine Zahl N € N, sodass

[fa(z) — f(z)| <€ (6.5)
fiir alle Indizes n > N ist. Hier ist nun N nicht nur von € sondern auch von z
abhéngig.

Es zeigt sich jedoch, dass diese naheliegende Definition nicht garantiert, dass
die Funktionen f, die Grenzfunktion gut annéhert.

1http ://de.wikipedia.org/wiki/Lipschitz-Stetigkeit
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Beispiel 1:

n2z fir 0<z< %
fu(®) =< 2n — n’x fiir % <z< %
0 fir ngoderxz%.

Die Grenzfunktion ist die identisch verschwindende Funktion obwohl die Flache
unter der Kurve f,, (Abb. fiir alle n stets 1 ergibt.

0.5 1 1.5 2

Abbildung 6.5. Funktionenfolge die punktweise gegen 0 konvergiert

Beispiel 2:
1 fir x>0
nT
)= ——— fii =
fn( ) 1+|n$| ur X
-1 fir =z <0.
1
0.75
0.5
0. 25
-0.6 -0.4 -0. 0.2 0.4 0.6
- 0.
.75
-1

Abbildung 6.6. stetige Funktionenfolge
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Beispiel 2 (Abb. zeigt dass der Grenzwert einer stetigen Funktion bei punkt-
weiser Konvergenz nicht eine stetige Funktion sein muss.

Um diesen Mangel zu beheben fithren wir den Begriff der gleichméssigen Kon-
vergenz ein.

Definition 6.16. Die Folge von Funktion (f,) konvergiert gleichméssig gegen
f:D — R, wenn gilt: Zu jeder reellen Zahl ¢ > 0 existiert eine Zahl N € N,
sodass fiir alle Indizes n > N und alle x € D zugleich

(@) = f2)] < e (6.6)

gilt.

Man kann auf Funktionenrdumen folgende Norm (Supremumsnorm) einfiihren:

1 flloo := sup{|f(z)| | = € D}. (6.7)

Gleichmaissige Konvergenz einer Folge von Funktionen (f,,) bedeutet nun ein-
fach Konvergenz unter Benutzung der von der Supremumsnorm erzeugten Me-
trik, d. h. fiir jedes € > 0 existiert ein Index N, sodass fiir alle n > N gilt

1fn = Flloo <€

Zur Vorbereitung der Definition des Begriffs Bestimmtes Integral kann man nun
zeigen

Satz 6.17. Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen (fy,) gleichmdssig gegen
eine Funktion f, so ist auch f stetig.

Beweis: [81], Seite 70.

Definition 6.18. Eine Zerlegung (Unterteilung) Z eines kompakten Intervalles
[a, b] ist ein (n + 1)-Tupel (2, ..., z,) von Zahlen, sodass

a=2z<2z1<:--<zp=b (6.8)

FEine Funktion f : [a,b] — R heisst Treppenfunktion (Stufenfunktion), wenn es
eine Zerlegung Z von [a,b] gibt, sodass gilt

f(z) =cp fir z—1 <z < z, (6.9)

wobei ¢, 1 < k < n reelle Konstanten sind.

Die Werte der Funktion an den Stiitzstellen kann beliebig gewéhlt werden.

Satz 6.19. Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist ein gleich-
mdssiger Limes von einer Folge von Treppenfunktionen.
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Beweis: [81], Seite 72.

Definition 6.20. Jede Funktion, die ein gleichmdssiger Grenzwert eine Folge
von Treppenfunktionen ist, heisst Regelfunktion.

Stetige Funktionen sind also Regelfunktionen, aber auch monotone oder Treppen-
Funktionen sind Regelfunktionen.
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6.2. Ubung
(1) Es sei f:R — R mit
f(z) =23 +2.

Man zeige, dass f stetig im Punkt a = 1 ist. Man gebe fiir ¢ > 0 und
dann fiir e = 107! ein entsprechendes ¢ an.

(2) Essei f: R\ {1/2} = R mit

z+1
Man zeige, dass f stetig im Punkt a = 1 ist. Man gebe fiir ¢ > 0 und
dann fiir e = 10! ein entsprechendes J an.

(3) (*) Die Funktion f: Q — R ist stetig, wobei
0, wenn x < v/2
fz) = {

1, wenn x> /2
(4) Man zeige: es sei f : R — R mit
r? -1

fl@)=q z-1"
2

wenn z € R\ {1}

, wenn x =1

dann ist f stetig in a = 1. Hinweis: Man verwende Satz
(5) Man untersuche die Funktion f: R — R mit

m in 1
{a: sin -,  wenn x # 0

fz) = m € {0,1}

)
0, wenn x =0

auf Stetigkeit im Punkt x = 0. Hinweis: Man mache die Probe mit
Mathematica, z.B. mit

In[50]:=Limit[f[x],x — O]

(6) Es sei 0 < a < b < oo. Man berechne den Grenzwert z — b von

M pm
=— eN.
="
(7) Man bestimme folgende Grenzwerte
_ 2z + 1 _ 3z 2z . (14z)? -2
lim —————, lim — ,  lim—F——
w222 —3x+2 oo \z—1 z+1 10 x

li

1 2 1
m — .
z—=1\r+3 3zx+5/)xr—1
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6.3. Elementare Funktionen

6.3.1. Polynome und rationale Funktionen. Eine Funktion p: R - R
n
p(z) = Zajmj, aj €R,an, #0
j=0

heisst Polynom vom Grade n.
Beispiele: f(z) = 2z + 1, g(z) = 2% und h(z) = 2% — 222 — x + 2 (Abb. .

Abbildung 6.7. Polynome

Satz 6.21. Ein Polynom vom Grade n hat genau n (mdéglicherweise komplexe)
Nullstellen, wobei jede Nullstelle so oft gezihlt wird wie sie in der Zerlegung

n

p(z) = Zajacj =ap(x—x1)(r —22) -+ (T — Y

=0
vorkommt (Vielfachheit).

Will man nur reelle Faktoren erhalten, ist nur eine Zerlegung in lineare und
quadratische Faktoren moglich, wobei die quadratischen Faktoren keine reelle
Nullstellen haben.

p(z) = Zajsvj =ap(x—x1) (. —2,)(@® + bz +c1) - (@2 + bz + ¢).
7=0

Sind f und g zwei Polynome, so bezeichnet man die Funktion r : D — R,
D={reR|gx)#0}

als rationale Funktion.

Beispiele: f(z) = £ und g(z) = 322_—11 (Abb. .
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Abbildung 6.8. rationale Funktionen

Satz 6.22. Polynome und rationale Funktionen sind stetige Funktionen.

Besonders klar wird die Darstellung rationaler Funktionen in der Partialbruch-
zerlegung. Eine rationale Funktion ist wollstindig durch ihr Verhalten an den
Polstellen bestimmt.

Satz 6.23. (Partialbruchzerlegung) Es sei r(x) = (—g eine rationale Funktion

(
mit Grad f(x) <Grad g(x) und die Zerlegung von g( ) sei
an(x — 1) - (x — 2,)% (22 + bz + ¢1)5' - - - (2% + bex + ¢5)P. Dann gibt es
reelle Koeffizienten A, Bji, und Cjy, sodass

flz) - o Ajk Bjrx + Cii
_JX;(Z(SL'—.%‘ >+]z: Zm2+b$—|—cj) (6.10)

9(x) =

etndeutig bestimmt ist.
Die praktische Berechnung der Partialbriiche erfolgt durch Ansatz und Bestim-
mung der Konstanten durch Koeffizientenvergleich.

Anmerkung: Lasst man komplexe Wurzeln zu, so vereinfacht sich die Darstel-
lung, da dann die Terme mit (2% + bz + ¢;)* wegfallen.

Beispiele:
1
In diesem Fall ist z1 = 0 und o = 1 und der Ansatz lautet daher
1 An Az

z(zx—1) - 7 (x —1)
Auf gemeinsamen Nenner gebracht ergibt sich

1= All(l‘ — 1) + Aoy .
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Koeffizientenvergleich der Potenzen von z ergibt
1=—-An,
0=—A11+ An
und damit folgt A;; = —1, Ay = 1.
22+ 42
23 —2x2+
In diesem Fall ist 21 = 0 und 25 = 1 und der Ansatz lautet
z? +z+2 _Au A Aw
2 —212+ x (x—1) (z—1)2%
Auf gemeinsamen Nenner gebracht ergibt sich

z? +x+2= AH(ZL’ - 1)2 + Aglx(l‘ — 1) + Agox.

h(z) =

Koeflizientenvergleich der Potenzen von x ergibt

1= A1 + Ag,
1=-2Ay; — Ag1 + Ag,
2=An

und damit fOlgt AH = 2, A21 = —1, A22 = 4.

Anmerkung: es miissen nicht alle Aj; ungleich Null sein.

6.3.2. Exponentialfunktion. Mit Hilfe des Quotientenkriteriums kénnen wir
zeigen, dass die Reihe

> 2" _1 22 23

P B B T i

n=0 "

nicht nur fiir jedes z > 0 konvergiert, sondern fiir alle z € C absolut konvergiert.

Beweis:

n+1 ‘ Z| 1

= —< - 6.11
(n+1) — 2 (6.11)

Anmerkung: Eine konvergente komplexe Folge w, = ay, + ib,, an, b, € R kon-

vergiert genau dann, wenn sowohl Realteil als auch Imaginérteil konvergieren

und es gilt: limu,, = lima,, + ilimb,.

S
(n+1)!zn

an+1
Qn
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Wir definieren daher

Definition 6.24. Die Exponentialfunktion exp : C — C, z — exp(z) ist defi-
niert durch

exp(z) = Z Z—, z € C.

n!
n=0

Die Eulersche Zahl e ist definiert als e = exp(1l) = 2.7182818. ..

Satz 6.25. Fir alle 21,29 € C gilt:
exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(22). (6.12)

Beweis: Ausmultiplizieren mittels Cauchy-Produkt.

Satz 6.26.
(1) Fiir alle z € R gilt: exp(x) > 0 und fiir alle z € C gilt: exp(z) # 0.
(ii) Fir alle r € Q gilt: exp(r) =e€".
(111) Fiir alle z € C gilt: exp(—z) = @.
(iv) Fir alle x € R gilt: exp(z) ist streng monoton wachsend und

lim e = oo, lim e* =0, lim e—z =00, n€N. (6.13)

T—00 T—r—00 T—00 I

(v) Die reelle Exponentialfunktion ist eine bijektive Abbildung von R — R™T.

Beweis: [86], Seite 103ff.
Das heisst die Exponentialfunktion wéchst stérker als jede Potenz (Abb. .

14
12
10

8
6
4
2

Abbildung 6.9. Exponentialfunktion

Satz 6.27. Die Exponentialfunktion ist stetig sowohl in C als auch in R .
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Beweis: [83], Seite 126.
Satz 6.28. Fiir alle z € C gilt:

Tim. (1 + %)" = ¢, (6.14)

Anmerkung: Allgemeiner gilt fiir jede Nullfolge (x,,) — 0

1
lim (1 + zxn> = e, (6.15)
n—oo

6.3.3. Logarithmusfunktion, allgemeine Potenzfunktion. Da die reelle

Exponentialfunktion eine bijektive Abbildung von R — R™T ist, existiert laut
Satz [6.13] die Umkehrfunktion.

Definition 6.29. Die Logarithmusfunktion log (alte Schreibweise In) ist die
Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp.

log: Rt =R, z log(x).

Es folgt daher log(e®) =z, z € R,e'%8* = 2, x € RT.

Graphisch erhélt man die Logarithmusfunktion (wie jede Umkehrfunktion) in-
dem man die Exponentialfunktion an der 45°-Achse spiegelt (Abb. |6.10)).

Abbildung 6.10. Logarithmusfunktion

Satz 6.30. Fir die Logarithmusfunktion gilt:
(i) log(zy) = logx + logy

(1) limg g logz = —oo0, lim, o logz = 00
(iii) log1 = 0,1loge = 1.

Mit Hilfe der Logarithmusfunktion kann man nun die allgemeine Exponential-
funktion und Potenzfunktion definieren.
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Definition 6.31. Es sei a € R,a > 0. Dann ist die Exponentialfunktion zur
Basis a a® : R — R definiert

a® = % log(a)‘

10

-3 -2 -1 1 2 3

1

Abbildung 6.11. allgemeine Exponentialfunktion 2%, e, =%

Bislang waren nur Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten definiert und
wir wollen dies nun fiir beliebige reelle Exponenten nachholen.

Definition 6.32. Es sei a € R. Dann ist die allgemeine Potenzfunktion (Abb.
7 ¢ RBL — R definiert

7% = % log(:r).

Anmerkung: Man kann die allgemeine Potenz a® auch als stetige Fortsetzung
der Exponentialfunktion a” : QQ — R definieren, z. B. 3V2 ist der Limes einer
Folge 3%, wobei a, eine Folge rationaler Zahlen, die gegen /2 konvergiert,
ist. Fiir den Beweis, dass dies so mdoglich ist braucht man aber den Begriff der
Lipschitz-Stetigkeit?} z.B. [92] Band 1.

Fiir die allgemeine Exponentialfunktion folgt

Satz 6.33. (i) Die Ezponentialfunktion f(x) = a® ist streng monoton wachsend
fir a > 1 und streng monoton fallend fir 0 < a <1 (Abb. .

Fiir alle x € R gilt:
(i) (a®)¥ = a™.
(iii) a®a¥ = a®™tY, a7 =L

(iv) a®b* = (ab)®.

thtp ://de.wikipedia.org/wiki/Lipschitz-Stetigkeit
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N Wb~ 1O

0.5 1 1.5 2 2.5 3

1

Abbildung 6.12. allgemeine Potenzfunktion x%,:ﬁ,x*

[S¢

Die Logarithmusfunktion zu einer beliebigen Basis log,,a > 0 wird als Umkehr-
funktion der allgemeinen Potenzfunktion definiert.

1
Es gilt offensichtlich: log,(z) = logx
oga

, x> 0.

Definition 6.34. Fine reelle Funktion heisst gerade, wenn fir alle x € R gilt:
f(=z) = f(z) (symmetrisch beziiglich der y-Achse).

FEine reelle Funktion heisst ungerade, wenn fir alle z € R gilt: f(—z) = —f(x)
(symmetrisch beziiglich der y-Achse nach Spiegelung an der x-Achse).

6.3.4. Hyperbelfunktionen. Jede beliebige Funktion kann als Summe einer
geraden und ungeraden Funktion geschrieben werden.

f=fut fo Jul@) = S0 = f(-0), fylw) = S(F@) + (=), (6.16)

Nach dieser Vorbemerkung definieren wir

Definition 6.35. Die Hyperbelfunktionen sinh (Sinus Hyperbolicus), cosh, (Co-
sinus Hyperbolicus) (Abb. sind Abbildungen R — R definiert durch

1
coshzx := §(em +e7 %),

1
sinhz := §(ex —e™ %), (6.17)

Fin durchhéngendes Seil nimmt die Form einer Kettenlinieﬂ (Cosinus Hyperbo-
licus) ein. Einfache Rechnung ergibt

cosh? z — sinh?z = 1,

cosh(z + y) = cosh x coshy — sinh x sinh y,

3http ://de.wikipedia.org/wiki/Kettenlinie_(Mathematik)
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10

N N
o oo

. :
NN
a o o

-10
Abbildung 6.13. Sinus hyperbolicus, Cosinus hyperbolicus

sinh(z + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y.

Des weiteren definiert man dann

(6.18)

Definition 6.36. Die Hyperbelfunktionen tanh,coth (Abb. sind Abbil-

dungen R — R definiert durch
inh T _
tanh : R — R, tanh x := e F ,
coshxr e?+e?

h X —T
coth : R\ {0} 5 R,  cothp:= 0% _ ¢ &
sinh z et —e T

(6.19)

Abbildung 6.14. Tangens hyperbolicus, Cotangens hyperbolicus

Die entsprechenden Umkehrfunktionen sind die Area-Funktionen

Definition 6.37.
Arcosh : [1,00) — R, Arcoshy := log(y + /32 — 1),
Arsinh : R = R, Arsinhy :=log(y + V4% + 1),
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1 1
Artanh : (—1,1) — R, Artanhy := —log ty

: 6.20
ploe T, (6.20)

6.3.5. Trigonometrische Funktionen. Betrachtet man die komplexe Expo-
nentialfunktion e, x € R so sieht man, dass |e!*| = 1 ist und daher die Funk-
tionswerte dieser Funktion am Einheitskreis liegen. Geometrisch entspricht der
Wert auf der z-Achse dem Cosinus und der Wert auf der y-Achse dem Sinus.
(Anmerkung: z ist dabei die Bogenlige am Einheitskreis.)

Man kann daher diese Funktionen analytisch wie folgt einfiihren.

Definition 6.38. Die Winkelfunktionen sin (Sinus), cos, (Cosinus) (Abb.[6.15)
sind Abbildungen R — R definiert durch

__1 ix —iz\ __ ixy _ ‘12 5[24 IG ‘TS
cos:c.—i(e +e ) =Re(e )—1—§+E—a+§—+-“,
. o 1 ix —iz\ __ iry __ $3 "E5 lj :Cg
sm:c.—ﬁ(e —e ) =TIm(e )—J;—g—i-a—ﬁ—i-a——i----. (6.21)

Abbildung 6.15. Sinus, Cosinus

FEinfache Rechnung ergibt

cos® z + sin?

=1,
cos(z + y) = cosx cosy — sinxsiny,

sin(x 4+ y) = sinx cosy + cos rsin y. (6.22)

Definition 6.39. Die Funktionen tan,cot (Abb. sind Abbildungen defi-
niert durch

sin x

tanx :=

x# 7wk k €Z,

cosx’
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1
cotx := c?sx7 x#nk+ -m k €Z. (6.23)
sinx 2
4
2
3 -2 1 1
-2
\4

Abbildung 6.16. Tangens, Cotangens

Die entsprechenden Umkehrfunktionen sind die Arcus-Funktionen

Definition 6.40. Die Funktion cos ist im Intervall [0, 7| streng monoton fallend
und bildet dieses Intervall bijektiv auf [—1,1] ab. Die Umkehrabbildung

arccos : [—1,+1] - R (6.24)
heisst Arcus-Cosinus.

Die Funktion sin ist im Intervall [-7, 5] streng monoton wachsend und bildet

dieses Intervall bijektiv auf [—1,1] ab. Die Umkehrabbildung
arcsin : [-1,4+1] - R (6.25)
heisst Arcus-Sinus.

Die Funktion tan ist im Intervall [-5, 5] streng monoton wachsend und bildet
dieses Intervall bijektiv auf R ab. Die Umkehrabbildung

arctan : R - R (6.26)

heisst Arcus-Tangens.
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6.3.6. Ergidnzung:

Definition 6.41. (Landausymbole) Seien f und g zwei reelle Funktionen (oder Folgen). Wenn es
Konstanten C' und R gibt, sodass

[f(z)] < Clg(x)| fiir alle © > R,

dann schreiben wir f(z) = O(g(x)) und sagen, f ist von der Ordnung g oder f ist ,,Grof3-O*
von g.

Ist
f(=)

R
dann schreiben wir f(z) = o(g(z)) und sagen, f ist ,,Klein-o“ von g.
Gilt

lim @

=1
T—00 g(m)

dann sagen wir f und g sind asymptotisch gleich und schreiben f ~ g.

Beispiel: Sei a,, = n? + 3n + 1,b, = n?, dann ist a,, von der Ordnung O(bn) und an ~ bp.

Anwendung: Laufzeit von Algorithmen, siche [110].
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6.4. Ubung
(1) Berechne die Partialbruchzerlegung folgender rationaler Funktionen
1 2 +z+1 w2+ +2

= — = —-—— h P P

/(@) r(r—1) 9(x) 3 — 222 4+’ (=) 3 — 222+ 1’
3 2
3

k(x) = >+ +a+

(2)

()

(6)

25—t 4 23 — 22

Ein Unternehmen stellt Gartenzwerge her.

a) Durch Marktanalyse wurde festgestellt, dass bei einem Stiickpreis
von p ungefdhr x = 200 — 20p Stiick pro Tag verkauft werden kénnen.
Finden Sie den Preis p(z) als Funktion von der Stiickzahl.

b) Werden (pro Tag) = Gartenzwerge produziert, dann fallen dabei die
Produktionskosten k(x) = 100 + 4z (Fixkosten plus Stiickkosten) an.
Beim Verkauf von x Gartenzwergen erzielt das Unternehmen dann die
Einnahmen e(z) = x p(z). Stellen Sie die Funktionen k(x) und e(z)
graphisch dar.

c) Beim Verkauf von z Gartenzwergen macht das Unternehmen den
Gewinn g(z) = e(z) — k(x). Stellen Sie g(z) graphisch dar.

d) Das Unternehmen arbeitet kostendeckend, wenn g(z) > 0. In wel-
chem Stiickzahlenbereich arbeitet das Unternehmen kostendeckend?
e) Welchen Preis soll das Unternehmen festlegen, damit der Gewinn
maximal wird?

Eine Bakterienkultur (anfangs 1000 Bakterien) kann sich ungehemmt
vermehren. Angenommen, sie verdreifacht sich jeweils innerhalb einer
Stunde. Stellen Sie den Wachstumsprozess durch eine Funktion dar.
Wieviele Bakterien sind es nach 24 Stunden?

Radioaktiver Zerfall kann durch n(t) = n(0) - e~** modelliert werden.
Jod 131 hat beispielsweise eine Zerfallskonstante A = 1-1076s~1. An-
genommen, es sind zu Beginn 10'© Kerne vorhanden. Stellen Sie die
Anzahl n(t) der noch nicht zerfallenen Kerne als Funktion der Zeit ¢
in Tagen dar. Nach wievielen Tagen vermindert sich die Anzahl der
Kerne auf die Hélfte?

Man 16se nach x auf (bzw. vereinfache)
1 3 3
logxg =5 log4x:Z, log% Vat =
Man 16se nach x auf
(a) 92:)371 — 4:t+1 22:672

(b) log(z — 3) —log(2x + 5) = log(z — 6) — log(3x — 16),
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(c) e“+e ¥ =b, b>2
(7) Man bestimme die Konstanten ag, a1, az so, dass fiir
f(x) = log(ag + a1z + azx?)
gilt: (0) =0, (1) =1, f(2) =2.

8) Man zeige

() g
a) fir b > 0 gilt
() g

b —1
lim =loghb
z—0 X

(b) und

I
lim 1080 +2)
z—0 T

=1

(9) (Mit Mathematica) Die Zunahme der Internetanschliisse in Osterreichs
Haushalten konnte durch eine sogenannte logistische Wachstums-
funktion modelliert werden. Der Ausstattungsgrad y(t) gibt dabei an,
wieviele von S Haushalten nach ¢ Jahren im Durchschnitt einen Inter-
netanschlufl besitzen: y(t) = Haib;—bt

a) Zeichnen Sie den Graphen fiir den Zeitraum 0 < ¢ < 20, wenn

S =100,a=9und b =0.3.

b) Nach wievielen Jahren besitzen nach unserem Modell 80% aller

Haushalte einen Internetanschluf3?

(10) (Mit Mathematica) Die Dichtefunktion einer Normalverteilung ist durch

o

flo) = e AT

2o
gegeben. Dabei heifit i der Erwartungswert und o die Standard-
abweichung der Normalverteilung. Zeichnen Sie die Dichtefunktion
fir u = 0und o = 1, fiir g = 0 und o = 2, sowie fiir u = 1 und
o = 1. Wie wirkt sich die Anderung der Parameter p und o auf den
Funktionsgraphen aus?

(11) Man betrachte 1". Dies kann mithilfe des Binomischen Lehrsatzes dann
wie folgt geschrieben werden

1" = ((1—t) + )" = zn: (T'L>(1 — )" = iBw» t€0,1]
=0 7=0

mit

N

2
0 sonst (6.27)
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Die B, ; heissen Bernsteinpolynome und bilden die Basisfunktionen
fiir Bézierkurven.

Man zeige:

(i) By, > 0 (Positivitét)

(ii) Bpj = Bn—j; (Symmetrie)

(iii) Bn,j = (1 — t)Bn—l,j + tBn—l,j—l (Rekursion)

(12) Man zeige

sin(z + y) = sinx cosy + cos x sin y.
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6.5. Differentialrechnung in R!

Die Grundidee der Differentialrechnung ist die Approximation beliebiger Funk-
tionen in einer Umgebung eines Punktes durch eine affin-lineare Funktion.

Definition 6.42. Es sei D C R und f : D — R eine Funktion. f heisst in
einem Hdufungspunkt xo € D differenzierbar, falls der Grenzwert

f'(x0) = Jim f@g — iéﬂ«“o) (6.28)
£eD\{zo}

existiert.

Der Grenzwert f'(zg) heisst Differenzialquotient oder Ableitung von f im Punk-
te zg. Die Funktion f heisst differenzierbar in D, falls f in jedem Punkt x € D
differenzierbar ist.

Die Funktion f': D' =R, xzo+— f'(xo) wobei

D' ={z | f/(x) existiert } (6.29)
heisst Ableitung von f.
Ist f' stetig auf D', so heisst f stetig differenzierbar auf D’.

Man kann den Differenzialquotienten auch folgendermassen darstellen

F(z0) := lim f(xo+h) — f(fb“o).

6.30
h—0 h ( )

d
Man schreibt statt f’(zg) auch é(l’o).

Geometrische Interpretation:

Der Differenzenquotient

f(&) — f(xo)
§€— 2o
ist die Steigung der Sekante des Graphen von f durch die Punkte (xq, f(xq))
und (&, f(€)) (Abb. [6.17). Beim Grenziibergang & — z¢ geht die Sekante in die
Tangente an den Graphen von f im Punkt (zg, f(z0)) iiber. f'(xq) stellt also im
Falle der Existenz die Steigung der Tangente im Punkt (xq, f(xg)) dar (Abb.
6.19).

Betrachtet man den zuriickgelegen Weg als Funktion der Zeit s(t) so ergibt die Ableitung gerade die
Momentangeschwindigkeit v(t). Man schreibt in diesem Fall statt s’(t) oft $(t) fiir die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt t.
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Hf(x)

Abbildung 6.18. Tangente

Beispiele:
(i) Fiir die konstante Funktion f: R — R, f(x) = ¢, gilt

oot i FEO S0 ee
Feo) = 51520 §—xo B Elggilo &—xo -
el §F#xo

(ii) Fir f: R = R, f(z) = cz, gilt

f'(xg) :== lim M — lim w _

E—xo g— X0 E—xo g— ) N
EFx0 EF#xo

(iii) Fiir f: R — R, f(z) = 22, gilt

_ 2 _ .2

f'(zo) := lim &) = f(wo) = lim S lim (£ + x0) = 2 xp.
E—xo f — X0 E—xo g — X0 E—xo
§Fxo0 §F£To §Fxo0
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(iv) Fiir f: R\ {0} = R, f(z) = 1, gilt

x

1 1
o) = fim L& = S@o) e T e 2Ly L
f (o) EE%O &—xp Eé;mo &—xp %;mo §xo 373
xo Zo o
(v) Fir f: R = R, f(z) =€, gilt
| +h) — flzg) . emoth _em Lol

! =1 f(JUO = lim ———— =™ 1 = ™.
f'(@o) = lim - i S— TR ¢

Die Exponentialfunktion zeichnet sich also dadurch aus, dass ihre Steigung in
jedem Punkt ihrem Funktionswert gleicht.

(vi) Die Funktion | | : R — R, f(z) = |z| ist in x9 = 0 nicht differenzierbar, da
mit h, = (—1)"1 folgt

1
) = iy TSI = 2 = 1

Anmerkung: Man sagt eine Funktion ist rechtsseitig differenzierbar, wenn

' (z9) := lim M 6.31
fi(@o) = m == (6.31)
existiert und linksseitig differenzierbar, wenn
" (20) = lim L&) = /(@0) 6.32
J=(@o) i= lim == (6.32)
existiert. Die Funktion | | : R — R, f(x) = |z| ist in 9 = 0 rechtsseitig dif-

ferenzierbar und linksseitig differenzierbar, aber rechtseitiger und linksseitiger
Differentialquotient sind verschieden. Eine Funktion ist genau dann differen-
zierbar in xg, wenn rechtsseitiger und linksseitiger Differentialquotient in g
iibereinstimmen.

Satz 6.43. Es sei D C R und a ein Haufungspunkt. Eine Funktion f: D — R
st genau dann im Punkt a differenzierbar, wenn es eine Konstante ¢ € R ¢ibt,
sodass fiir x € D gilt

f(z) = f(a)+c(x —a) +r(x). (6.33)
Dabei ist v eine Funktion, fir die gilt
lim ") _ g, (6.34)
riT—a

In diesem Fall ist ¢ = f'(a).

Beweis: [83], Seite 145.
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Dieser Satz zeigt, dass die Differenzierbarkeit in a gleichbedeutend ist mit der
Approximierbarkeit der Funktion durch die affin-lineare Funktion

L(z) = f(a) + c(z —a) (6.35)

Der Graph von L ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)).
Mit Hilfe des Landausymbols o ldsst sich dies auch in der Form

f(z) = f(a) +c(z —a)+o(jx —al) fir x — a
schreiben. Daraus folgt unmittelbar

Satz 6.44. Ist eine Funktion f: D — R in a € D differenzierbar, so ist sie in
a auch stetig.

Satz 6.45. Seien f,g : D — R in x € D differenzierbare Funktionen und
A € R. Dann sind auch die Funktionen

f+g, A, fg: D—=R
in x differenzierbar und es gelten die Rechenregeln:

(a) Linearitdt

(f +9)(z) = f'(2) + g'(2),
(M) () = Af' (). (6.36)
(b) (Produktregel).
(f9)'(z) = f'(z) g(x) + f(2) ¢ (2). (6.37)

(c) (Quotientenregel). (g(z) # 0 fir alle x € D)
I\ oy (@) g(z) — flz)g'(2)
<9> (=) = g(x)? ' (6:38)
(d) (Kettenregel). Seien f: D — R und g : E — R Funktionen mit f(D) C E.

Die Funktion f sei differenzierbar im Punkt x € D und g sei iny := f(x) € B
differenzierbar. Dann ist die zusammengesetzte Funktion

gof:D—=R (6.39)

mm Punkt x differenzierbar und es gilt
(g0 f)(x) =g (f(@)f(2). (6.40)

Beweis: [83], Seite 147,150.

Satz 6.46. (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei D C R ein Intervall, f : D —
R eine stetige, streng monotone Funktion und ¢ = f~': D* — R, D* = f(D)
die Umkehrfunktion.
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Ist f im Punkt x € D differenzierbar und f'(x) # 0, so ist p im Punkty := f(z)
differenzierbar und es gilt

) = = 70
P T Plely)

(6.41)

Beweis: [83], Seite 149.

Mit all diesen Hilfsmittel konnen wir nun die elementaren Funktionen ableiten.

Satz 6.47 (Ableitung elementarer Funktionen).

Funktion | Ableitung
" na" 1 neZ, x#0, wennn <0
x® az® ! x>0, a€eR
log(le) | L x40
log,(x) ﬁg(a) a#1l,a>0
e’ e’
a® a*log(a) a>0
sinh(z) cosh(z)
cosh(z) sinh(x)
tanh(z) coshl(x)2
coth(z) Smhl(x)Q
Arsinh(x) xéﬂ
Arcosh(x) w;_l x>1
Artanh(z) | - |z| <1
Arcoth(x) xgl_l |z| > 1
sin(z) cos(z)
cos(z) —sin(x)
tan(x) Coszx)Q
CO'E({L‘) sin(lx)2
arcsin(z) 1£12 lz] <1
arccos(z) | — 11_x2 |z| > 1
arctan(x) 1+1x2
arccot(z) _H—%

Es gilt unter Verwendung von Satz [6.40]

1 1 1

log/(2) = _ _1
og (7) exp/(logz)  exp(logz) =

Daraus folgt, da log’(1) = 1 ist

log(1+ 1) — log(1 1
| = pi BT e e (a4 Ly
n

n—o0 l n—oQ
n
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und somit wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion
1
lim (1+—)" =e.
n

n—oo

Zur Ableitung von z% a € R benutzt man die Kettenregel

d

(.’Ea)/ = exp(alogz)’ = exp/(alog :c)d—(alog r) = exp(alog x)ﬁ —az 1
x x

6.5.1. Ableitungen héherer Ordnung. Die Funktion f : D — R sei in D

differenzierbar. Falls die Ableitung f’ : D — R ihrerseits im Punkt x € D
differenzierbar ist, so heisst

2 x
TIE) o 11wy = (Y @) (6.42)

die zweite Ableitung von f in x.

Rekursiv definiert man Ableitungen héher Ordnung

FO) () = dk;lj;(’:?) — (ddx>kf($) — % (cm) ) (6.43)

Die Funktion f : D — R heisst k-mal differenzierbar in D, wenn f in jedem
Punkt x € D k-mal differenzierbar ist. Sie heisst k-mal stetig differenzierbar
in D, wenn die k-te Ableitung f*) : D — R stetig ist. Man schreibt f €
CH(D),k > 1 und f € C%(D), wenn f nur stetig ist und f € C°°(D), wenn f
beliebig oft ableitbar ist.

6.6. Lokale Extrema und Mittelwertsatz

Definition 6.48. Sei f : (a,b) — R eine Funktion. Man sagt f habe in x €
(a,b) ein lokales Maximum (Minimum), wenn ein € > 0 existiert, sodass

fle) =2 f(€)  (bzw. f(z) < f(§)) fiir alle & mit |z — | < e (6.44)

Gilt das Gleichheitszeichen nur fir x = £, so nennt man x ein strenges oder
striktes lokales Mazimum (Minimum).

Der gemeinsame Oberbegriff fiir Maximum und Minimum ist Eztremum und
man nennt ein lokales Extremum auch noch relatives Extremum.

Satz 6.49. Die Funktion f : (a,b) — R besitze im Punkt x € (a,b) ein lokales
Extremum und sei dort auch differenzierbar. Dann ist f'(x) = 0.

Beweis: [83], Seite 154.

f(z) = 0 ist nur eine notwendige Voraussetzung fiir das Vorliegen eines Extre-
mums wie man an der Funktion f(z) = 2% oder f : [-1,1] = R, f(z) = |z
sieht.
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Nach Satz nimmt jede in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion
f i [a,b] = R ihr absolutes Maximum und Minimum an. Liegt ein Extremum
jedoch am Rand, so muss dort nicht notwendigerweise f’(x) = 0 sein, z. B.
f:00,1] =R, f(x) =22

Relative Extrema lassen sich mit Hilfe der Ableitung folgendermassen finden.

Satz 6.50. Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion. Im Punkte x €
(a,b) sei f zwei mal differenzierbar und es gelte

() =0 und f"(x) >0 ( bzw. f"(z) <0). (6.45)
Dann besitzt f in x ein strenges lokales Minimum (bzw. Mazimum).

Ist f n-mal differnzierbar auf (a,b) und es gelte
fl@)=f"a)=...= f" V@) =0 und f™(z) >0 ( baw. f™(2)<0).
(6.46)

Dann besitzt f in x ein strenges lokales Minimum (bzw. Maximum), wenn n
etne gerade Zahl ist. Ist n ungerade so existiert kein FExtremum in x.

Mit Hilfe der Ableitung kann die Monotonie einer Funktion folgendermassen
festgestellt werden.

Satz 6.51. Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig und auf (a,b) differenzierbar.

(i) Wenn fiir alle x € (a,b) gilt f'(x) >0 (bzw. f'(z) >0, f'(z) <0, f'(x) <0),
so ist f in [a,b] monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend, monoton
fallend, streng monoton fallend).

(it) Ist f monoton wachsend (bzw. fallend), so folgt f'(x) >0 (bzw. f'(x) <0)
fir alle x € (a,b).

Beweis: [83], Seite 157.

Aus der strengen Monotonie kann aber nicht f’(z) > 0 gefolgert werden, wie
zum Beispiel die Abbildung f(x) = 2% im Punkt 2 = 0 zeigt.

Satz 6.52. (Satz von Rolle) Sei a < b und die Funktion f : [a,b] — R eine
stetige Funktion mit f(a) = f(b). Die Funktion f sei differenzierbar auf (a,b).
Dann ezistiert ein £ € (a,b) mit f'(§) = 0.

Anmerkung: Zwischen zwei Nullstellen einer differenzierbaren Funktion muss
daher immer eine Nullstelle der Ableitung liegen.

Beweis: Ist f(z) = f(a) fir alle z € [a,b], so gilt fiir jedes = € (a,b): f'(§) = 0.
Ist dies nicht der Fall, gibt es ein x € (a,b) in dem f ein Extremum hat. Nach
Satz gilt fiir den Extremwert f'(z) = 0.

Aus diesem einfachen Satz folgt umittelbar der
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Satz 6.53. (Mittelwertsatz). Sei a < b und die Funktion f : [a,b] — R eine
stetige Funktion, die auf (a,b) differenzierbar ist. Dann ezistiert ein & € (a,b)
sodass

J0) = f(a)

7o =1 (6.47)

Beweis: Man subtrachiere von f die Verbindungsgerade von f(a) nach f(b) und
wende darauf den Satz von Rolle an.

Geometrisch heisst dies, dass es mindenstens einen Punkt & € (a, b) gibt, sodass
die Tangente im Punkt (&, f(£) die gleiche Steigung wie die Sekante durch die
Punkte (a, f(a) und (b, f(b) hat.

Anwendungen des Mittelwertsatzes.

(i)Fﬁrallex,0<x<1,gilt:1+x<ex<1 )
—x

(ii) Fiir alle 2 > 0 gilt: 14% <log(1+ ) < .

(iii) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf (a, b) differenzierbar ist mit
f(xz) =0 fiir alle « € (a,b). Dann ist f konstant.

(iv) Sei ¢ € R eine Konstante und f : R — R eine differenzierbare Funktion mit
f'(z) = cf(x) fir alle z € R. (6.48)
Dann gilt
f(z) = Ae™ fir alle z € R, (6.49)
wobei A = f(0) ist.
Beweis: [83], Seite 156.

Ein weiterer wichtiger Begriff der mittels der Ableitung gepriift werden kann
ist der Begriff der Konvexitét.

Definition 6.54. Es sei D C R ein (endliches oder unendliches) Intervall.
Eine Funktion f : D — R heisst konvex, wenn fiir alle x1,z9 € D und alle
mit 0 < A <1 gilt

fAz1+ (1 = Na2) < Af(21) + (1= A)f(22). (6.50)

Die Funktion f heisst konkav, wenn — f konvex ist.

Geometrisch bedeuted konvex, dass der Graph der Funktion f auf D fiir alle
x1, r2 unterhalb der Verbindungsgeraden (Sekante) von (z1, f(x1)) und (x2, f(z2))
verlduft.
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Satz 6.55. Es sei D C R ein offenes Intervall und F : D — R eine zweimal
differenzierbare Funktion. f ist genau dann konvez, wenn f"(x) > 0 fiir alle
x €D gilt.

Beweis: [83], Seite 159.

Mit Hilfe des Begriffs Konvexitit kann man nun folgende Sétze beweisen. Zuerst
eine Definition. Die p-Norm || ||, eines Vektors z = (z1,...,z,) € C" ist
definiert durch

el = (Z \mp) Ny (6.51)
k=1

Satz 6.56. (Holdersche Ungleichung). Seien p, q € (1, 00) mit %+% = 1. Dann
gilt fiir alle Vektoren x,y € C"

n
D laryil < llzllp yllg- (6.52)
k=1

Beweis: [83], Seite 160.
FEin Spezialfall davon ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung p = ¢ = 2.

Satz 6.57. (Minkowskische Ungleichung). Sei p € [1,00). Dann gilt fir alle
Vektoren x,y € C™

|z +yllp < ll2llp + [Yllp- (6.53)

Beweis: [83], Seite 160.

Ungleichung zwischem geometrischen und arithmetischen Mittel.

Satz 6.58. Seien x; > 0,1 < j < n. Dann gilt
1 n

Yy Ty < ﬁ Z; ;. (6.54)
‘7:

Satz 6.59. (Allgemeine Bernoullische Ungleichung). Fir alle z > —1 und x # 0
qgilt

1+x)*>14+ax a <0 oder a > 1,
14+2)*<l4+azx 0<a<l. (6.55)
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6.6.1. Regeln von de I’Hospital. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes lassen sich
auch bequeme Regeln zur Berechnung von Grenzwerten von Funktionen herlei-
ten.

Satz 6.60. (Regeln von de I’Hospita]ﬁ). Auf dem Intervall I = (a,b), —oo <
a < b < oo seien fig i I — R zwei differenzierbare Funktionen. Es gelte
g'(x) # 0 fiir alle x € T und es existiere der Grenzwert

/()

=: R. .
$1%1 7 () cé€ (6.56)
dann gilt:
(1) Falls limgqy g(x) = limgqy, f(x) = 0 ist, ist g(x) # 0 fir alle x € I und
m f@) =c (6.57)
zto g(x)
(11) Falls limgq g(z) = o0 ist, ist g(x) # 0 fir x > x¢,a < z9g < b und
im J@) _ c (6.58)
«tb g(z)

Analoge Aussagen gelten fiir den Grenzwert x | a

Beweis: [83], Seite 163.

Damit kann man nun leicht Grenzwerte der Form
0 o0 00
) > 0-00= 1
0" oo 5
berechnen. Oft muss man dabei diese Ausdriicke auf eine Form bringen, sodass
obiger Satz anwendbar ist, oder diesen Satz mehrmals anwenden. Beispiele:

log(1 + z) (1T1x)

oo —o0, 1%, ete.

(i) lim = lim ——= = 1.
z—0 X z—0 1
Anmerkung: Zéhler und Nenner werden getrennt differenziert!
1 1
(ii) limzlog(x) = lim ogl(x) =lim % = —limz = 0.
z0 z0 P x0 -2 z0
i o€ —x—1 . e—1 . e 1
(iii) lim ———— = lim =lim — = —.
z—0 x2 z—=0 2 z—0 2 2
(iv) lim2® = lim ¢®108% = ¢limaiozloge — o0 — 7.

z|0 z]0

4http://www—history.mcs.st—and.ac.uk/Biographies/De_L’Hopital.html
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6.7. Ubung

(1) Man berechne die folgenden Ableitungen direkt als Grenzwert des Dif-
ferentialquotienten

fR\{1} oR, fa)= %

1—xz
1
g:D—)R,D:{:):EIR]x>§}, g(xz) = V3x — 1 am Punkt z = 4.

am Punkt z = 2,

(2) Man berechne die folgenden Ableitungen

el’-‘rl -1

ert+l 4 1’

[NIES

(62 + 7z +4)*,  3ztlog?z, log ((4e** 4 3)2 + 2¢"),

:L,x7 szrlog:p'

(3) Gegeben sei die Funktion f(z) = 23—3z+4. Fiir a = 1,b = 2 bestimme
man ein £ € (a,b), sodass
f(b) = f(a)

7§ =5

(4) Mit Hilfe des Mittelwertsatzes beweise man
(i) Firallez >0 gilt: VI +a <1+ ia.
(ii) Fiir a < 8 gilt: e*(8 — a) < e’ —e* < (B — a).
(iii) Fr alle x > 0 gilt: sinz < z.

T — ..
fiir z > 1 monoton

(5) Man beweise, dass die Funktion f(z)
fallt.
(6) Man bestimme Nullstellen und Extrema der Funktion f(z) = z* —322.

- zlogx

(7) Man bestimme alle Extrema der Funktion

ﬂ@:{if v

0 r=-1
(8) Man bestimme alle Extrema der Funktion f : (0,00) — R, f(x) = z”.
(9) Man bestimme die Nullstellen und Extremwerte der Funktion
f(z) = sin(2* " 17)
auf dem Intervall [1,4].

(10) Man bestimme folgende Grenzwerte

. at=b . 32— 6z _ 2+ . log(1+e")
lim ; lim —————, lim ,  lim ———=.
x—0 x z—=2 x4 —3x + 2 z—0 et —1 T—00 x
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(11) Man bestimme folgende Grenzwerte o > 0

«

log(1+z) —sinx
2 9y

log LT .

,  lim —, lim
i

T—00 € x—0 x

lim (cos(2x))wi2 .
z—0

lim
r—o00 ¢

(12) Man bestimme folgende Grenzwerte

. L . 1 1 . ¥ -z
lim (coshz)=? | lim ( ———— |, lim ———.
z—0 z—0 \ sinh“ 72 z—11—x+ IOgID
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6.8. Integralrechnung in R!

Es seia < b, I = [a,b]. Dann bezeichnen wir mit T'[a, b] die Menge aller Treppen-
funktionen ¢ : I — R auf dem Intervall /. Die Menge aller Treppenfunktionen
bildet einen Vektorraum.

Man sieht unmittelbar, dass die Summe zweier Treppenfunktionen wieder eine
Treppenfunktionen ist. Sei Z’ die Zerlegung beziiglich der Treppenfunktionen
¢ und Z” die Zerlegung beziiglich der Treppenfunktionen v, dann wéhlt man
fiir die Summe ¢ + 9 einfach die Zerlegung Z, welche alle Teilpunkte von Z’
und Z” enthiilt.

Definition 6.61. (Integral fiir Treppenfunktionen). Sei ¢ eine Treppenfunktion
beziiglich der Zerlegung

a=x9g<x1 < -<xTpp =b.

und go‘( =ci, 1 <k <n. Dann definiert man das Intergal der Treppen-

xkflyxk)

funktion ¢ als

b n
/ p(x) dz =) cp(ar — r1)- (6.59)

k=1

Geometrisch ist das Integral die Summe der Flédchen der Rechtecke, die von der
Treppenfunktion ¢ und der z-Achse aufgespannt werden. Ist der Wert von ¢
negativ, so ist die entsprechende Fléiche negativ.

Fiir beliebige Funktionen kann mit Hilfe von Treppenfunktionen das Ober- und
Unterintegral definiert werden.

Definition 6.62. Es sei f : [a,b] — R eine beliebige beschrinkte Funktion.
Dann setzt man

b x b
f(z)dx := inf{/ o(z) dz |<,0 € Tla,b], ¢ > f},

a

b b
/ f(z)dx = sup{/ o(z) dz {cp € Tla,bl,o < f}. (6.60)

Fiir jede Treppenfunktion gilt

/ab*so(x) do = /ab o) do = /abso(m) .

Fiir die Dirichletfunktion auf [0, 1]

1 fiir  rational
-]

0 fiir z irrational
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gilt
1x 1
f(z)dr =1 und / f(z)dx =0.
0 0 *
Definition 6.63. Eine beschrdankte Funktion f : [a,b] — R heisst Riemann-
integrierbar, wenn
bx b
f(z)dx —/ f(z)dx. (6.61)
Man setzt in diesem Fall
b b x
/ f(z)dx = f(z)dz. (6.62)

Jede Treppenfunktion ist daher Riemann-integrierbar. Die Dirichletfunktion ist
aber nicht Riemann-integrierbar.

Anmerkung: Damit man die Dirichletfunktion ,integrieren“ kann, muss man
den Integralbegriff verallgemeinern. Dies fithrt zum Lebesgue-Integral. Die Grund-
idee ist dabei die Zerlegung auf der y-Achse zu machen und dann die ,,Linge“
der Urbildmengen dieser Zerlegung zu bestimmen. Die Urbilder von Intervallen
sind im allgemeinen komplizierte Mengen. Haben sie eine o-Algebra-Struktur,
dann sind sie Lebesgue-messbar.

Im Folgenden schreiben wir statt Riemann-integrierbar kurz integrierbar.

Folgende Funktionenklassen sind Riemann-integrierbar.

Satz 6.64. (i) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

(ii) Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis: [83], Seite 181.

Das Riemann-Integral besitzt die Eigenschaften der Linearitédt und Monotonie.

Satz 6.65. Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen und A € R. Dann
gilt

o | "+ ) do = / ’ fla)de + / () da
(i) /ab()\f)(x) dz :)\/abf(a:) dz (6.63)

b b
(iii) Ist f < g, dann folgt / f(z)dz < / g(z)dx
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Beweis: [83], Seite 182.

Jede beliebige Funktion lésst sich in einem positiven und eine negativen Anteil
zerlegen.

Definition 6.66. Fir eine Funktion f: D — R definieren wir f1, f- : D — R
wie folgt:

0 sonst.

fi(@) = {f () Jalls f(z) >0

6.64
0 sonst. ( )

fo(z) = {_f(x) falls f(z) <0

Offensichtlich gilt f = fi — f— und |f| = f+ + f-.
Satz 6.67. Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann gilt:
(i) Die Funktionen fi, f— und |f| sind integrierbar und es gilt:

b b
[ 1@< [l s (6:65)
(ii) Fir jedes p € (1,00) ist die Funktion |f|P integrierbar.

(i1i) Die Funktion fg : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis: [83], Seite 183.

Satz 6.68. (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f, g : [a,b] — R stetige
Funktionen und g > 0. Dann ezistiert ein § € [a,b], sodass

b b
/ F(@)g(x) da = £(€) / o(x) d. (6.66)

Im Spezialfall g(x) = 1 erhdlt man
b
| @) de= 10 a). (6.67)

Beweis: [83], Seite 184.

Geometrisch heisst dies, dass ein flichengleiches Rechteck existiert mit Hohe

f(&).

6.8.1. Riemannsche Summen. Sei f : [a,b] — R eine Funktion,

a=rg<x1 < -<xp=">
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eine Zerlegung und ¢ ein beliebiger Punkt (Stiitzstelle) aus dem Intervall
[€g—1,x]. Das Symbol

Z = ((z)o<k<ns (Er)1<k<n) (6.68)

bezeichne die Zusammenfassung der Teilpunkte z; und der Stiitzstellen .

Definition 6.69. Die Summe

S(Z,£) =) (&) @k — zx_1) (6.69)

k=1
heisst Riemannsche Summe der Funktion f beziiglich Z. Die Feinheit von Z ist
definiert als

w(2) = 121]?§(n(mk — Tg—1). (6.70)

Fiir integrierbare Funktionen konvergieren Riemannsche Summen gegen das
Integral, wenn die Feinheit der Zerlegung gegen Null konvergiert.

Satz 6.70. Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann gilt:

b
lim S(Z,f):/ f(z)dz. (6.71)

w(Z2)—0

Beweis: [83], Seite 186.

Beispiele:
(i) Man berechne mit Hilfe einer Riemannschen Summe das Integral foa z? dz.
Wir wihlen
k
=—, 0<k<n,
n
k= Tk,
"\ (ka\? (ka (k—1)a @® 5 adn(n+1)(2n+1)
n = _ e — = — k = R
S ; ( n > < n n ) n3 Zl 6n3

3
lim S, = lim a’nin+1)2n+1) _
n—00 n—00 6n3

e

(ii) Man berechne mit Hilfe einer Riemannschen Summe das Integral [* 1 dz.
Wir wihlen
k

Tp = an, 0<k<n,

&k = Th—1,

n

1 _ n
Sn:ZW<a%_a(k"1)> = <a%—1)21: (a%_l)’r%

k=10 n k=1
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lim S, = lim (a% — 1) n = log(a).

n—oo n—oo

Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktionen. Dann definiert man die p-

Norm
Il = (| b ) de ) " (6.72)

Es gelten nun fiir die Integrale Verallgemeinerungen der Minkowski und Holder-
schen Ungleichung. Fiir integrierbare Funktionen f, g : [a,b] — R gilt

1F +gllp < NI Fllp + gl fiir alle p > 1

b
. 1 1
/ f@g(a) do < IFlllglly firalle pog = Tmit 4o =1 (673)

Das Riemann-Integral ist additativ.

Satz 6.71. Seia < b < c und f : [a,c] — R eine Funktion. f ist genau dann
integrierbar, wenn f| sowohl auf [a,b] als auch [b,c| integrierbar ist und es gilt

/acf(x) dx:/abf(x) dx—l—/bcf(a:) dz. (6.74)

Setzt man

Definition 6.72.
/ f(x)dx =0,

/abf(x) i = —/baf(:v) do (6.75)

so gilt Satz fiir beliebige a, b, c.

6.8.2. Unbestimmtes Integral. Wir wollen nun zeigen, dass die Integrati-
on die Umkehrung der Differentiation ist. Dies erméglicht fiir viele Falle die
einfache Berechnung von Integralen.

Satz 6.73. FEs sei f : I — R eine stetige Funktion und a € I. Fir x € [
definiert man

Flz) = / " f)a. (6.76)

Dann ist die Funktion F(z): I — R differenzierbar und es gilt F'(x) = f.
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Beweis: Fiir h # 0 ist
F(x+h)—-F(z z+h * z+h
(z+ })L ( ):]11(/& f(t)dt—/a f(t)dt) :ilb/x £(t) dt.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz [6.68]) existiert ein &, €
[,z + h] mit

z+h
/ F(t)di = hi(&).

Damit ergibt sich fiir den Grenzwert

. - . z+h
F( +h}1 Fla) 1 / f(t)dt = lim f(&) = f(z)

/ 1
F'(z) = lim lim -

h—0

da f stetig ist und limy_, &, = x gilt.

Definition 6.74. Eine differenzierbare Funktion F(x): I — R heisst Stamm-
funktion (oder primitive Funktion) einer Funktion f(z): I — R, falls F' = f
gilt.

Der Satz besagt also, dass das unbestimmte Integral eine Stammfunktion
ist. Zwei beliebige Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch eine Kon-
stante.

Satz 6.75. Sei F(x): I — R eine Stammfunktion von f : I — R. Fine weitere
Funktion G(z) : I — R ist genau dann eine Stammfunktion von f, wenn F —G
etne Konstante ist.

Mit Hilfe von Stammfunktionen kénnen nun bestimmte Integrale berechnet
werden.

Satz 6.76. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f(x): I —
R eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir alle
a,bel

/ " ftydt = F(b) — Fla), (6.77)

Man fiihrt folgende Bezeichnungsweise ein

F()|" = F(b) - F(a) (6.78)
und

/f(t) dt := F(z) +c, (6.79)

wobei die Konstante ¢ sehr oft nicht angeschrieben wird.
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Wir kénnen nun die Tabelle [6.47] verkehrt herum lesen und erhalten folgende
Stammfunktionen

Funktion | Stammfunktion
x® ﬁx‘”l a#—1
1
> log(||) z#0
e’ e’
a” @am a>0
sinh(x) cosh(z)
cosh(z) sinh(x)
I%_H Arsinh(z)
T Arcosh(z) x>1
=7 Artanh(z) lz] <1
e Arcoth(zx) |z| > 1
sin(z) — cos(x)
cos(x) sin(z)
H_img arcta'tn(x)
= arcsin(z) lz] <1
= arccos(r) |z| > 1
1;;2 arccot(x)

Das Analogon der Kettenregel fiir die Integration ist die Substitution. Durch
geschickte Transformation der Integrationsvariablen kann ein Integral oft auf
eine einfache Form gebracht werden.

Satz 6.77. (Substitution). Sei f : I — R eine stetige Funktion und ¢ : [a,b] —
R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢([a,b]) C I. Dann gilt

b , w(b)
| remewd= [~ sad (6.50)
a ¢(a)
Beweis: [83], Seite 193.
Unter Verwendung der symbolischen Schreibweise
do(t) == ¢'(t) dt
lautet die Substitutionsregel
b @ (b)
[ sewan = [ s (6.81)
a e(a

Beispiele: Mit der Substitution ¢(t) =t + ¢ erhélt man
b+c

b
/ flt+c)dt = f(x)dx.

a-+c
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Substitution ¢(t) = ct,c # 0

b 1 be
/ Fletydr =~ [ j(a)dr.
Substitution ¢(t) = t
b 1 b2
/ tf(t?) dt = 5 [, f@adz.

Sei p(t) # 0 fiir t € [a,b], dann folgt mit f(z) = 1,z = ¢(t)
YO, b
/a (1) dt = log ]go(t)]‘a.

Fiir die Integration beliebiger rationaler Funktionen wird die Partialbruchzer-
legung eingesetzt.

Weitere Beispiele: Sei R eine rationale Funktion. Dann kénnen folgende Inte-
grale auf Integrale rationaler Funktionen transformiert werden.

2
— 2
/R(t,\/at+b)dt:/R(x b,x)gdx, mit x = Vat + b,

a

t 1 . t

/R(e)dt:/R(aj)dx, mit x = e,
T

2 1—22 22 1—:[;2) 2
14+22" 1422’1 —22" 22 "1+ 22

/R(sint, cost,tant, cott) dt = /R( dx,

mit x = tan —.
2

Fiir weitere Beispiele sei auf [98] oder Mathematica verwiesen.

Nicht alle Integrale sind geschlossen darstellbar und definieren eigene Funktio-
nen, z. B. den Integralsinus

Si(z) = / ST g, (6.82)
o ¢
Die , Integration der Produktregel“ liefert die Methode der partiellen Integra-

tion.

Satz 6.78. (Partielle Integration). Seien f,g : [a,b] — R zwei stetig differen-
zierbare Funktionen Dann gilt

b b b
[ @@= @) - [ r@g@a. s
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Beweis: [83], Seite 197.

Beispiele:
b
(i) mit f(x) =« und ¢'(x) = sinz ergibt ff x sinzdr = (—xcosx + sinx)

(ii) Mit f(z) =logz und ¢'(z) = 1 folgt

a

b b b b 1 b
/ logmdaj:/ 1 logzder=_o logz| — x — dx=(zlogx —x)
a a = VTN~~~ la a ¥ X a
9'(@) f(z) 9(z)  f(z) g9(z) f\"‘/(x)

(iii) Es kann auch passieren, dass das gesuchte Integral auf beiden Seiten auf-
taucht, oder dass man mehrmals partiell integrieren muss (Rekursionsformeln).

Mit f(z) = sinz und g(z) = sinz folgt

b b b b
I := / sinzdr = sinzsinx de = —cosxzsinx,| + cosz, cos ¥, dx
“ e ad —— |, S i tad
g'(z) f(z) g(z) f(@) —g(z) f'(x)

b
o . b .9
= (—coszsinz +2x)| — [ sin“zdz
a a

b
21, :2/ sin?z dx = (— cosxsinz + x)
a

und daher
b

a

Berechnung der Kreisfliche. Mit t = cos x erhélt man fiir den Viertelkreis

1 0
1
/\/l—tht:—/ sin2xdx:§(x—cosa:sinx)
0 7r

/2

/2
0 4’

6.9. Uneigentliche Integrale
Der bisherige Integralbegriff behandelte nur Integrale bei denen die Integrati-
onsgrenzen a, b endlich und auch die Funktion f(x) auf [a, b] endlich war.

Um auch die Fille, dass eine Integrationsgrenze unendlich ist einzuschliessen
definieren wir

Definition 6.79. Sei f : [a,00) — R eine Funktion, die iber jedem Intervall
[a, R],a < R < oo, integrierbar ist. Falls der Grenzwert

R
lim / f(z)dx (6.84)
R—oo J,

existiert, heisst das Integral faoo f(x) dx konvergent und man setzt

/a ~ (@) dz = lim / * @) de (6.85)

R—o0
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Analog definiert man ffoo f(x)dx. Sind beide Integrationsgrenzen unendlich
spaltet man das Integral in zwei Integrale bei denen jeweils nur eine Integrati-
onsgrenze unendlich ist.

Beispiel: Das Integral

konvergiert fiir s > 1, denn es gilt

R
/ idm: L zl=s
1 Z8 1-s

Fir s = list [Fldz=1o R, was fiir R — 0o gegen oo strebt.
1 = g geg

R_ 1 (1 1 )
1 1—s Rs—1

— 0 fir s > 1.

Ist der Integrand an einer Integrationsgrenze nicht definiert verwendet man
folgende Definition.

Definition 6.80. Sei f : (a,b) — R eine Funktion, die iber jedem Intervall
[a+€,b],0 <e<b—a, integrierbar ist. Falls der Grenzwert

b
lim f(z)dx (6.86)
€0 Jate

existiert, heisst das Integral f: f(z) dx konvergent und man setzt

b b
/a f(z)dx = lelﬁ)l /a+e f(x)dx (6.87)

Beispiele: (i) Das Integral

divergiert fiir jedes s € R.

(ii) Das Integral f_ll \/11_7 dz konvergiert, da

1 1 0 1 1—e 1
————dzr =lim ———dz + lim —dx
/_1 V1 — 22 el0 J_141e V1 — 22 €l0 Jo V1—x2?
=— leiigl arcsin(—1 + €) + leiﬁ)l arcsin(l —€) = —(—g) + g = .

Anmerkung: Diese Integral tritt bei der Berechnung der Bogenlinge des Kreises
auf.
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Genauso wie man die Fliche unter einer Kurve mit Riemannschen Summen
berechnet, kann man die Lange einer Funktionskurve als Grenzwert eines Poly-
gonzuges definieren. Die Lénge der einzelnen Polygonziige berechnet man mit
dem Satz von Pythagoras.

Sei f eine Funktion auf [a,b]. Dann nennt man
Cr={(z,y) ly= f(x),z € [a,b]}

die von f erzeugte Kurve. Sei Z eine Zerlegung von [a, b], dann ergibt sich fiir
die Lénge des Polygonzuges Lp(CY)

Lp(Cy) = V(@ — 25-1)2 + (f (@) — flwr—1))> (6.88)
k=1

Die Linge der Kurve (Bogenlinge) ist als das Supremum supp Lp(CY)
gegeben, falls dies ein endlicher Wert ist.

Man erhélt daher fiir die Bogenlédnge einer stetig differenzierbaren Funktion auf
[a, b] die Formel

b
L(Cy) = / VIt (f(2)?da. (6.89)

Der Kreis ist durch die Funktion f(z) = V1 — 22, -1 <z < 1 gegeben.

Das Integral [ H%

dx konvergiert, da
1 o 1 S|

/ —5dz= lim — 5 dr+ lim — 5 dr
o 1 +2 Rooo J_pl+z R—oo Jo 142

= — lim arctan(—R) + lim arctan(R) = 7.
R—o0 R—o0
Mit Hilfe der uneigentlichen Integrale kann man auch oft einfach entscheiden
ob eine Reihe konvergiert oder divergiert.

Satz 6.81. (Integral-Vergleichskriterium.) Sei f : [1,00) — Rt eine monoton
fallende Funktion. Dann gilt

o (0]
Z f(n) ist genau dann konvergent, wenn auch / f(z)dx konvergent ist.
1

n=1

(6.90)

Betrachtet man die Summe der folgenden Reihe als Funktion von s so erhélt
man die Riemannsche Zetafunktion

OES ni (s> 1) (6.91)
n=1

die man fiir s € C damit auch ins Komplexe fortsetzt.
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6.9.0.1. Die Gamma-Funktion.

Definition 6.82. Die (Eulersche) Gamma-Funktion I' ist definiert durch das
uneigentliche Integral

I'(z) := /OOO t" et dt. (6.92)

Anmerkung: Dieses uneigentliche Integral konvergiert.
Beweis: [83], Seite 208.

Fiir die Gamma-Funktion gilt
Satz 6.83.
(i) T(x +1) =2 (z),
(i) T'(n+1) =n! firmeN, T(1)=0'=1,
(i) T(zx+n)=2(x+1)--- (x+n—-1)T(z),

) . n!n®
(iv) D) = i r(z+1)---(x+n)

(6.93)

Mit (iii) kann man die Gammafunktion fiir z < 0,z ¢ Z erweitern durch

I'(z+n)

I(z) = z(z+1)---(x+n-1) (6:94)
wobei 0 < x +n < 1 gelten muss.
Aus (iv) folgt, dass I'(3) = /7, (siche [83], Seite 211.)
Fiir groBe n gilt fiir die Gammafunktion I'(n + 1) (Stirlingsche Formel)
() s

d. h. n! ~ 27mn (%)n

6.9.1. Potenzreihen.

Definition 6.84. Es sei (¢,)nen eine Folge komplexer Zahlen und a € C. Dann
heisst die Reihe

f@) =) cen(z—a) (6.96)
n=0

Potenzreihe.

Seir € R mit 0 <r <z —a| und K(a,r) ={z€ C | |z—a| <r}, dann gilt:

Satz 6.85. Die Potenzreihe Y > ¢n (2—a)"™ konvergiere fiir ein z1 € C, z1 # a.
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Die Potenzreihe konvergiert absolut und gleichmdssig auf K(a,r). Die formal
differenzierte Potenzreihe

g(z) = Z ney (z —a)* ! (6.97)
n=0
konvergiert ebenfalls absolut und gleichmdssig auf K (a,r).

Beweis: [83], Seite 223.

Definition 6.86. Es sei Y - ¢y (z —a)" eine Potenzreihe. Dann heisst

R = sup{|z — q| | Z cn (z —a)" ist konvergent} (6.98)
n=0

Konvergenzradius der Potenzreihe.

Fiir den Konvergenzradius gilt die Hadamard’sche Formel
-1
R= <limsup Vi cn\> , (6.99)
n—oo

wobei man vereinbart 0~! = oo und co~! = 0.

6.9.2. Vertauschung von Limesbildungen. Bei gleichméssiger Konvergenz
lassen sich Limesbildung und Integration vertauschen.

Satz 6.87. Es sei f, : [a,b] = R,n € N eine Folge stetiger Funktionen. Die
Folge f, konvergiere auf [a,b] gleichmdssig gegen die Funktion f : [a,b] — R.
Dann gilt

b b
[ t@yde=tim [ (o) (6.100)

n—oo a

Beweis: [83], Seite 225.

Punktweise Konvergenz der Folge f, ist jedoch nicht ausreichend fiir die Rich-
tigkeit dieses Satzes.

Satz 6.88. Es sei f, : [a,b] — R,n € N eine Folge stetig differenzierbarer
Funktionen, die punktweise gegen die Funktion f : [a,b] — R konvergieren. Die
Folge der Ableitungen f], : [a,b] — R,n € N konvergiere gleichmissig auf [a,b].
dann ist f differenzierbar und es gilt

fl(x) = nh—>Holo fi(x)  fiir alle x € [a,b] (6.101)
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Beweis: [83], Seite 228.

Es ist aber nicht ausreichend, dass f, gleichméssig gegen die Funktion f kon-
vergiert.

Als Anwendung dieses Satzen sei erwdhnt, dass Potenzreihen beliebig oft glied-
weise differenziert werden diirfen.
Beweis: [83], Seite 230.

6.10. Taylorreihen

Abbildung zeigt, dass sich sin(z) in der Ndhe von z = 0 immer besser

anndhern 1&8t, indem man Polynome von immer héherem Grad verwendet, zum

.. . 3 3 5 K
Beispiel die Polynome z, x — % und x — % + {55. Wie findet man nun aber

4

'
N

5

Abbildung 6.19. sin(z) approximiert durch z, x — % und z — % + 155

diese Polynome?

Schreiben wir das Polynom als

n
Th(z,a) = Zbk(m —a)f =by+bi(z—a)+- +by(z—a),
k=0
so lauft die Frage darauf hinaus, wie die Koeffizienten bg, b1, bs . .. b, zu wihlen
sind, damit die Approximation f(z) ~ T),(z) moglichst gut wird.

Man sieht, dass der Koeffizient b; genau die j-te Ableitung des Taylorpolynoms
T,.(x,a) an der Stelle z = a ist und es daher naheliegend diese Koeeffizienten
gleich den entsprechenden Ableitungen der anzunihernden Funktion zu neh-
men.

Satz 6.89. (Taylorpolynom). Sei f : I — R eine (n + 1)-mal stetig differen-
zierbare Funktion und a € I. Dann gilt fiir alle x € 1
f'(a) f"(a)

f(x):f(a)+T(x—a)+T($_a)2+,._
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(n)
s n!(a) (z — @)™ + Rug (@), (6.102)
wobet
Ry

Beweis durch Induktion nach n, [83], Seite 232.

Ist f : I — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion mit f*1) = 0 fiir alle
x € I, dann ist f ein Polynom vom Grad < n.

Fiir das Restglied kann mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgende Abschitzung
gefunden werden.

Satz 6.90. (Lagrangesche Form des Restgliedes). Sei f : I — R eine (n+ 1)-
mal stetig differenzierbare Funktion und a € I. Dann ezistiert ein £ € (a,x),
sodass

A3

Rui1(x) = CESH (z —a)"*! (6.103)

Unter Verwendung des Landau-Symbols o lésst sich auch schreiben

"R (g
f(z) = Z ! (‘ ) (z —a)k + o(|z — a|™). (6.104)
k=0 (k)?

Satz 6.91. Ist f: I — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion und a € I.
Dann heisst

0 £(k) (g
Tp(x) = f(k)(! ) (x —a)k (6.105)
k=0

die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt a.

Die Taylorreihe konvergiert genau dann gegen die Funktion f, wenn das Rest-
glied gegen O konvergiert.

Anmerkungen:

(i) Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist nicht notwendigerweise > 0.

(ii) Falls die Taylorreihe von f konvergiert, konvergiert sie nicht notwendiger-
weise gegen f.

Ergénzung: Sei a € R und

f@)=> cu(@—a)" (6.106)
n=0
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eine Potenzreihe mit positiven Konvergenzradius r € (0, 00]. Dann ist die Tay-
lorreihe der Funktion f : (a —r,a + r) — R mit Entwicklungspunkt a gleich
dieser Potenzreihe und konvergiert somit gegen f.

Satz 6.92. (Abelscher Grenzwertsatz). Sei Y ° ¢, eine konvergente Reihe
reeller Zahlen. Dann konvergiert die Potenzreihe

o
fl@)=> cha" (6.107)
n=0
gleichmdssig auf dem Intervall [0,1], stellt also dort eine stetige Funktion dar.

Beispiele:

(1) Die Taylorreihe der Exponentialfunktion mit Entwicklungspunkt a = 0 ist

[e.9] n

exp(z) = Z %

n=0

Sie konvergiert fiir alle z € R.

(2) Die Taylorreihen fiir Sinus und Cosinus konvergieren ebenfalls fiir alle z € R.

o L w2k
sin(z) = kzo(_l) m,
0 A ka
cos(x) = » (~1) o7k
k=0
(3) Die Taylorreihe fiir den Logarithmus konvergiert fiir —1 < 2 <1 und es gilt
2 3 o0 n—1
r© (—1)
1 = - — — — A n.
og(l+z)==x 5 + 3 T Z ——
n=1
Damit ergibt sich fiir x =1
11 1 1
log2)=1—-=-4+-—=-4+=-F---
0g(2) st tET

Fiir die praktische Berechnung von log(2) ist diese Formel wegen der langsamen
Konvergenz nicht geeignet.

Die Taylorreihe fiir log(1 — z) konvergiert fiir —1 < z < 1 und es gilt
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Damit ergibt sich fiir
1+ =1
1 =2 . 1
og Zanx (6.108)

n=0

(4) (Arcus-Tangens-Reihe). Fir |z| < 1 gilt

2 25 a2 (=1
t =r— 4+ - F... =) L gl 6.109
arctanx = x 3—1—5 7 ,;2”+1x ( )

(5) Zur Verallgemeinerung der Binomischen Reihe definieren wir das Symbol

(Z) = ﬁ %kﬂ (6.110)

k=1
fiir beliebige a € R.

Fiir die allgemeine Binomische Reihe v € R ergibt sich folgende Taylorreihe,
x| <1

(14 2)" = i <z> 2" (6.111)

n=0

Beweis: [83], Seite 241.

Ubung: Man berechne die ersten Glieder der allgemeinen Binomischen Reihe

fir o = —1, —%, %
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6.11. Ubung

1) Man berechne das Integral b 23 dz mittels einer Riemannschen Sum-
0
me.

(2) Man berechne folgende Integrale (Hinweis: Partialbruchzerlegung)

22— 42 w2 —r+1
dzx, dzx.
-2 —x+1 3 —x2—x+1

(3) Man berechne folgende Integrale :
dx 2% o

—_, ——dx, 3Vl

/\/1‘1\/£E+1 /35‘”‘Irl v / v

(4) Man bestimme fiir a € R das Integral (Hinweis: Fallunterscheidung)

/ x%logx dx.

(5) Man berechne durch geeignete Subsitutionen

4V LI °* Jog(1
¢ dx, / e® e’dx, / Mdm.
1 VT 0 o zlogw

(6) Man berechne durch partielle Integration

2 2 e?
) log(1
/ z?e® dx, / (log x)3dx, / de
0 1 e T
(7) Man berechne

1
/ex sin(2z) dx, / x|sinz| dz.
-1

(8) (*) Man untersuche fiir welche Konstanten «, 5 die folgenden Integrale
konvergieren.

oo 6% o0 o oo 1 (6%
/ v dzx, / e 7 dux, / M dux,
o 1+aFf 0 1 P

(9) (*) Mit Hilfe von I'(3) = /7 zeige man, dass

/ e gy = VT (6.112)
o 2

T

(10) Man bestimme das Taylorpolynom T4(x,0) der Funktion f(x) =€ .
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(11) Man ermittle die Taylorreihen der folgenden Funktion an der Stelle
x = 0 und deren Konvergenzbereich.
- 1—2z

f(l‘)—lJr:E’ f(x)=10g<1+x>, f(z) = cosh .

(12) Man bestimme die Taylorreihe von f(x) = cosx und f(x) = sinx an
der Stelle z = 7.

(13) Man bestimme die Taylorreihe von f(z) = Artanhz an der Stelle
x = 0.



Kapritel 7

Fourierreihen

Nehmen wir an, wir haben ein akustisches Signaﬂ f(t), das wir auf einem Com-
puter abspeichern mochten. In der Praxis wird dazu die Amplitude (Funktions-
wert) des Signals in konstanten Zeitabsténden, z.B. alle Hunderstelsekunden
gemessen (Samplingrate von 100 Herz). Es liegen daher etwa nur die Funk-
tionswerte zu den Zeitpunkten —0.50, —0.49, ..., 0.49, 0.50 vor. Das Signal
konnte wie in Abbildung aussehen. Um es zu speichern, wére es nahelie-

0.5
0.4

0.3

Abbildung 7.1. Akkustisches Signal

gend, die gemessenen 100 Funktionswerte abzuspeichern. Das ist vielleicht bei
100 Messwerten kein Problem, kann aber bei einer gréfferen Anzahl zu Speicher-
problemen fithren. Wie aber kénnen wir unser Signal mit moglichst geringem
Speicheraufwand aber zugleich moglichst geringem Informationsverlust abspei-
chern?

Wir kénnten das Signal zum Beispiel durch ein Taylorpolynom mit etwa zehn
Koeffizienten approximieren. Dann miissten wir nur diese zehn Koeffizienten

1periodische Funktion; Anmerkung: jede Funktion auf einem endlichen Intervall 7" kann zu einer
periodischen Funktion auf R fortgesetzt werden.

255
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speichern, die ja bereits die gesamte Information des Taylorpolynoms enthal-
ten. Das ist auch schon die richtige Idee, nur ergibt sich hier das Problem, dass
wir nur die Funktionswerte, nicht aber die Ableitungen kennen, die aber fiir die
Berechnung der Taylorkoeffizienten notwendig sind. Auflerdem wiirde ein Tay-
lorpolynom eine Ndherung geben, die lokal um den Entwicklungspunkt ¢g sehr
gut wire, aber immer schlechter wiirde, je weiter wir uns vom Entwicklungs-
punkt entfernen. Wir suchen also eine Approximation des Signals, die global
auf dem gesamten Zeitintervall [—3, 3] gut ist und fiir die die Kenntnis der

Messwerte (Funktionswerte) ausreicht.

Es ist nun moglich, nahezu beliebige periodische Funktionen (sogar unstetige)
durch ein sogenanntes trigonometrisches Polynom zu approximieren. Verglei-

chen wir zum Beispiel unser Signal, das durch die Funktion f(¢t) = |¢| auf
[—3. 3] gegeben sein kénnte, mit

1 2 2
F5(t) = 12 cos(2nt) — 9.2 cos(67t).

Die Abbildung [7.2] zeigt, dass sich beide Funktionen nur geringfiigig unterschei-

Abbildung 7.2. Signal f(¢) = |t| mit trigonometrischen Niherungspolynom

den und dass die Annéherung global auf dem gesamten Intervall [—l l] gut ist.

272
Wenn man mit dieser Approximation zufrieden ist, dann wiirde es also reichen,
nur die Zahlen (Koeffizienten) 1, —% und —9% zu speichern! Man beachte,
dass es dabei aber (weil es sich ja nur um eine Niherung handelt) zu einem

Informationsverlust kommt.

Die gleichen Ideen kommen auch in der Bildkompression zur Anwendung. Beim JPEG-Verfahren
wird zum Beispiel das Bild in Quadrate von 8 x 8 Bildpunkten aufgeteilt. Fiir die Bildpunkte werden
dann die Werte der Luminanz Y (Helligkeit) und der Chrominanzen Cy, C,. (Farbwerte) betrachtet.
Da das menschliche Auge Fehler bei der Helligkeit stdrker wahrnimmt als Fehler bei der Farbe, geniigt
es, nur einen Teil der Chrominanzwerte zu verwenden, wodurch bereits eine Kompression erzielt wird.
Diese Daten werden dann durch ein trigonometrisches Polynom dargestellt. (Da es nur endlich viele
Punkte sind, ist es moglich ein trigonometrisches Polynom zu finden, das an diesen Punkten ezakt mit
den gegebenen Werten iibereinstimmt. Die Anzahl der Koeffizienten bei exakter Darstellung ist aller-

dings gleich der Anzahl der Punkte und es wiirde in diesem Fall keine Kompression erreicht.) Durch die
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Anzahl der Koeffizienten, die man abspeichert, kann man das Verhéltnis zwischen Kompressionsrate

und Qualitatsverlust wihlen.

Wie erhélt man nun eine solche trigonometrische Approximation und was steckt
da mathematisch dahinter?

Definition 7.1. Fine auf ganz R definierte reell- oder komplezwertige Funktion
f heisst periodisch mit Periode L > 0, falls

flz+ L) = f(x) fiir alle = € R. (7.1)

Durch die Transformation
27
Fla) = f(F) (7.2)

kann jede periodische Funktion f mit Periode L in eine periodische Funktion F
mit Periode 27 iibergefiihrt werden, sodass wir im Folgenden, der Einfachheit
halber nur periodische Funktionen mit Periode 27 betrachten.

Definition 7.2. Der Ausdruck

Fo(z) = %?—Fj{:(akcos(kx)4—bksh1(kx)) (7.3)
k=1

= % + ajcos () + - -+ + ay cos (nx) + by sin (z) + - - - + by, sin (nx)
heif§t trigonometrisches Polynom oder Fourierpolynom von der Ordnung n. Die

Koeffizienten ay und by heissen Fourierkoeffizienten von F,.

Es gelten folgende Beziehungen

2m 2m
/ cos(kz) cos(lx) dx = / sin(kx) sin(lx) de = 7ok,
0 0

27
/ cos(kx)sin(lx) dz = 0, k,leZ. (7.4)
0
Damit berechnet man fiir die Fourierkoeflizienten
1 2
a = / cos(kx)Fy(x) dx, (7.5)
™ Jo
1 27
m:/ sin(ka) By (z) dz. (7.6)
™ Jo

Zum praktischen Rechnen ist es giinstiger die komplexe Schreibweise zu ver-
wenden. Da

1, - 1, . .
cosx = §(em +e ), sinz= g(em —e %) (7.7)
i
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ist, erhélt man

n

F.(z) = Z cpelh® (7.8)

k=—n
wobei fiir die Fourierkoeffizienten ¢, gilt
1 1
Coz%, Ck=§(ak—ibk>, c,k:§(ak+ibk), 1<k <n.

Um in diesem Fall die Koeffizienten ¢, aus F;, berechnen zu kénnen, muss man
zuerst das Integral einer komplexen Funktion definieren.

Definition 7.3. Es sei ¢ = u + iv eine komplezwertige Funktion auf [a,b)
mit Realteil w und Imagindrteil v, d. h. u : [a,b] - R, v : [a,b] — R und
¢ : [a,b] — C. Dann wird das Integral der komplexwertigen Funktion ¢ als
Summe der Integrale von Imagindrteil v und Realteil u definiert

b

a

/ab¢(x) dac—/ (u(z) + iv(z)) d == /abu(x) d:U—l—i/abv(gj) .

Fiir den Koeffizienten c¢;, ergibt sich damit
1 2w

Cr. e_ikan(:U) de, -n<k<n. (7.9)

Wir betrachten nun beliebige periodische Funktionen und definieren.

Definition 7.4. Sei f : R — C eine periodische, auf dem Intervall [0,27]
integrierbare Funktion. Dann heissen die Zahlen
1 2m

Ck - e R f(g)de, keZ (7.10)

die Fourierkoeflizienten von f und die Reihe

0 .
> et (7.11)

k=—0c0

heisst Fourierreihe von f.

Die Partialsummen lauten daher

Sp(z) = Z e keN.

k=—n

In der Darstellung mit Winkelfunktion lautet dies

f(z) = % + 3" (ax cos (kz) + by sin (kz))
k=1
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27 2m
ap = 1/0 cos(kz)f(x)dx, b= 1/0 sin(kz) f(z) dzx.

0 7r
Es stellt sich nun die Frage, wann die Fourierreihe gegen die Funktion konver-
giert und in welchem Sinne diese Konvergenz gemeint ist.

Dazu betrachten wir den Vektorraum Vp[0,27] der periodischen Funktionen
f:R — C, die auf dem Intervall [0, 27r] Riemann-integrierbar sind, und fithren
ein (Semi-) Skalarprodukt durch

2

(f,9) = ; f(x)g(x)dz

ein. ,Semi-“ deshalb, weil aus (f, f) = 0 nicht geschlossen werden kann, dass
f = 0 ist, falls f nicht stetig ist. Ansonsten sind alle Eigenschaften eines Ska-
larproduktes erfiillt.

Anmerkung: Fithrt man den allgemeineren Lebesgueschen Integralbegriff ein und be-
zeichnet mit L?(I) die Menge der ,,quadratintegrablen“ Funktionen auf dem Intervall
I, kann man obiges Semiskalarprodukt zu einem Skalarprodukt vervollstandigen.

Definiert man die Funktionen e : R — C durch
1 ikz

ep(x) = e' 7.12

) i= = (7.12)

so kann man die Fourierkoeffizienten einer Funktion f € Vp als

o = jfﬂ (exs ) (7.13)

schreiben. Die Funktionen e : R — C bilden ein Orthonormalsystem, denn
es gilt

(e, er) = Opu- (7.14)

Satz 7.5. Die Funktion f € Vp|0,2n| habe die Fourierkoeffizienten cy, k € Z.
Dann gilt fiir allen € N

If = D arerll3 = 11£15 =27 D Jexl”. (7.15)

k=—n k=—n

Daraus folgt unmittelbar die Besselsche Ungleichung.

Satz 7.6. Es sei f : R — C eine periodische Funktionen auf [0,27], die auf
dem Intervall [0,2n] Riemann-integrierbar mit Fourierkoeffizienten cx, k € Z.
Dann gilt

n 2T
>l <5 [ 1@ e (7.16)

k=—n
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Der Konvergenzbegriff, der die Konvergenz einer Fourierreihe angemessen be-
schreibt ist der Begriff der Konvergenz in der Norm die durch das (Semi-
) Skalarprodukt definiert wird. D. h. die (Semi-) Halb-Norm einer Funktion
f € Vp[0,27] ist gegeben durch

27
IF1B = (f. ) = /0 (@) da

Definition 7.7. Man sagt, die Folge (f,) konvergiere im quadratischen Mittel
gegen f, falls

T [1f = fallz =0, (7.17)

d. h., wenn das quadratische Mittel der Abweichung zwischen f und fr, namlich
2

| 1@ - @ (718)

fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

Konvergiert die Folge (f,) gleichméssig gegen f, so konvergiert sie auch im
quadratischen Mittel. Die Umkehrung gilt aber nicht. Man kann nicht einmal
punktweise Konvergenz folgern.

Satz 7.8. Es sei f : R — C eine periodische, auf dem Intervall [0, 2] Riemann-
integrierbare Funktion. Dann konvergiert die Fourierreihe von f im quadrati-
schen Mittel gegen f. Sind ¢, die Fourierkoeffizienten von f, so gilt die Vollstindig-
keitsrelation

o0 1 2m
Sl = 5= [ 1@ dn (719)

Beweis: [83], Seite 256.

Unter folgenden Bedingungen kann auf gleichmiéssige Konvergenz geschlossen
werden

Satz 7.9. Es sei f : R — R eine stetige periodische, die stiickweise stetig
differenzierbar ist, d. h. es gebe eine Unterteilung

O=to<ti <...t, =27
von [0,27|, sodass f|[tj—1,t;] fir 1 < j < r s stetig differenzierbar ist. Dann
konvergiert die Fourierreihe von f gleichmdssig gegen f.
Beweis: [83], Seite 259.

Auf punktweise Konvergenz kann im folgenden Fall geschlossen werden.
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Satz 7.10. Es sei f : R — C eine periodische, auf dem Intervall [0, 2]
Riemann-integrierbare Funktion. An der Stelle xg sollen die Grenzwerte
limgy |5, f(x) und limgy,, f(z), sowie auch die links wie auch rechtsseitigen Ab-
lestungen limy 5 f'(x) und limgty, f'(z). Dann gilt:

Die Fourierreihe von f konvergiert gegen das arithmetische Mittel

1, .. .
5 (lim f(z) + lim f(x)) (7.20)

Anmerkung: Ist f stetig in xg so konvergiert die Fourierreihe von f gegen f(x¢).
Beweis: [82] II, Seite 122.

Beispiel 7.1. Fourierpolynom
Man berechne das Fourierpolynom der Ordnung 3 fir f(t) = |t|,t € [-1,3] .

Loésung zu 7.1. Natiirlich gibt es dafiir einen Befehl in Mathematica, den wir
verwenden wollen. Dazu muss allerdings zundchst ein Zusatzpaket (ist in jeder
Mathematica-Version enthalten) geladen werden:
In[51] :=Needs[”"Calculus‘FourierTransform‘”];
Nun konnen wir das Fourierpolynom berechnen:
In[52]:=FourierTrigSeries[Abs|[t], t, 3]

1 2Cos[2mt] 2Cos[67t]

Out [62]=— —

h 4 2 9?2
Mathematica nimmt als Intervall automatisch [—5, %] an, den allgemeinen Fall
[f%, %] erhdlt man mit der Option FourierParameters — {0, 1 }. [

Man beachte, dass die Approxnnatlon nur auf dem Intervall [—Z 5 %] erfolgt,

also in obigem Beispiel |¢| ~ 4 + 2 COS(%“ 2 C‘;;ES“) nur fiir t € [—1, 1] gilt.

Eine Approximation auf ganz R ist nor gegeben wenn f(t) perlodlscﬁ n?ut der
Periode 7' ist. Anstelle des Intervalls [—Z, 7] kann auch [0, T (oder jedes andere
Intervall der Linge T') verwendet werden. Dafiir miissen nur die Integrations-
grenzen entsprechend geédndert werden. Das Fourierpolynom &ndert sich dabei

nicht, wenn die Funktion f periodisch mit der Periode T ist.

In der Praxis ist meist nicht die Funktionsgleichung von f(t) gegeben, sondern nur die Funktionswerte
f(tg) zu bestimmten gleichabstéindigen Zeitpunkten to = —%, t1 = to + Anp, ta = to + 24, mit
Ay, = % Dann kénnen die Fourierkoeffizienten aj und bg niherungsweise mit folgender Formel
berechnet werden.

n—1
ap = %’écos(kwtk)f(tk), (7.21)

by = %Zsin(kwtk)f(tk). (7.22)
k=0
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Die zugehorgie Transformation ist als diskrete Fouriertransformation bekannt und die Funktion

):@

5 + Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)

k=1

Fon(t

stimmt mit f an den Stiitzstellen ¢j, {iberein, falls die Anzahl 2m-+1 der Koeffizienten gleich der Anzahl
n der Stiitzstellen ist. Ist 2m + 1 < n so ist Fy, bestapproximierend in dem Sinn, dass die Summe der
quadratischen Abweichungen an den Stiitzstellen minimal ist. Verwendet man obige Formeln fiir die
Berechnung von ay, by so sind O(n?) Rechenoperationen notwendig. In der Praxis ist aber oft n sehr
gross und man verwendet dann einen Algorithmus, der als schnelle Fouriertransformation (FFT

- Fast Fourier Transform) bekannt ist und nur O(nlog,(n)) Rechenoperationen benstigt.

Ein weiteres Beispiel

Beispiel 7.2. Fourierreihe eines Rechtecksimpulses
Gegeben ist die Funktion f(t) =1 firt > 0 und f(t) =0 firt <0 im Intervall
[—7, w]. Berechnen Sie die zugehdrige Fourierreihe.

Losung zu 7.2. Wir definieren zundchst die Funktion
In[53]1:=f[t_] := If[t > 0, 1,0]; Plot[f[t], {t, —m, 7}];
-
0.8

0.6

-p _Pp P p
2 2
und berechnen
1 ™
In[54]:=a[0] = / f[t]dt
Out [54]=1
Weiters gilt
1 s
In[55]:=alk_| = / f[t|Cos[k t]dt
7T —T
Sin[kn]
km

Das ist aber fiir ganzzahliges k gleich Null, wie auch mit Mathematica leicht zu
sehen ist:

Out [65]=

In[66] :=Simplify[%,k € Integers]
Out [561=0

(Die Option k € Integers legt fest, dass k ganzzahlig ist.) Analog berechnen wir
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1 ™
In[57]:=blk_| = / f[t|Sin[k t]dt
7T -
1 — Cos[kn]
™

Out [67]=

was sich ebenfalls noch etwas vereinfachen lGft:

In[58]:=Simplify[n%,k € Integers]
—1+ (—1)k
k
Berechnen wir noch explizit die ersten Koeffizienten by:

Out [58]=—

In[591:={b[1], b[2], b[3], b[4], b[5], b[6]}

0 [59]{20 & 0 2 0}
t[59]1={—,0,—,0,—,0}.
u 7_[_’ ) 37T7 ) 57_‘_’
Zusammenfassend erhalten wir also die Fourierreihe
1 S 1—(-1)F .
ft) = 5+ ; o sin(kt) (7.23)
1 2 2 2
= -+ —sin(t) + ——sin(3t) + —sin(5¢) + ... (7.24)
2 0w 3 o

Abbildung[7.3 veranschaulicht, dass der Rechtecksimpuls immer besser angendihert
wird, je hoher der Grad des Fourierpolynoms ist. |

Abbildung 7.3. Rechtecksimpuls mit zugehorigen Fourierpolynomen F3(¢)
und F} 12 (t) .

Es ist bemerkenswert, dass eine Funktion mit Sprungstelle, wie der Rechtecksimpuls, durch eine Reihe
von ,glatten* Sinusfunktionen exakt dargestellt werden kann. An der Stelle ¢ = 0 ergibt die Fourier-
reihe den Wert %, das ist genau der arithmetische Mittelwert aus dem links- und dem rechtsseitigen

Grenzwert bei t = 0.

Man beachte nochmals den Unterschied zwischen Taylor- und Fourierreihen:
wihrend die N#herung eines Funktionswertes f(t) durch ein Taylorpolynom



264 7. Fourierreihen

lokal in der Nahe der Entwicklungsstelle {3 am besten ist, also im allgemeinen
schlechter wird, je weiter ¢ von ty entfernt ist, bietet ein Fourierpolynom eine
globale Niherung auf einem endlichen Intervall. Weiters sind zur Berechnung
eines Taylorpolynoms die Ableitungen an der Entwicklungsstelle notwendig, fiir
die Berechnung eines Fourierpolynoms bené6tigt man die Funktionswerte.

Ahnliche Reihen lassen sich nicht nur mit trigonometrischen sondern auch mit anderen Funktionen
aufstellen. Da sich trigonometrische Funktionen am Computer nur indirekt (z.B.) iiber Ndherungspoly-
nome berechnen lassen, verwendet man in der Praxis oft sogenannte Wavelets, die sich am Computer

einfacher berechnen lassen und zusétzlich dem Problem angepasst werden kénnen.

Fourierreihen kann man sich auch als die Uberlagerung von Eigenschwingungen eines schwingenden
Systems vorstellen: Betrachten wir eine an beiden Enden eingespannte Saite. Dann sind die zugehori-
gen Eigenschwingungen gerade die Funktionen sin(2wkz), k € N, und unser Satz sagt nun aus,

dass sich jede beliebige Schwingung der Saite als Summe (Uberlagerung) von Eigenschwingungen mit

Abbildung 7.4. Eigenschwingungen sin(27x), sin(4rz) und sin(67z)

verschiedenen Amplituden darstellen 148t. Abbildung@ zeigt die ersten 3 Eigenschwingungen. Diese

Sichtweise ist fiir viele Anwendungen von fundamentaler Bedeutung.
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7.1. Ubung

(1) Man berechne die Fourierreihe folgender periodischen Funktion
T fir0<z<m
x) = 4 - und f(z + 2m) = f(x).
(@) {_Z o wd S 2m) = f(a)

Man probiere dieses Beispiel mit der Fourierreihe mittels
(i) sin kz, cos kx und
(i) mit komplexer Schreibweise exp(ikz).

(2) Man berechne die Fourierreihe folgender periodischen Funktion

r fir0<z<nm B
fz) = {0 firnm <z <27 und f(z +2m) = f ().

(3) Man berechne die Fourierreihe folgender periodischen Funktion

_)lsin(z)] fir0<z <7 B
J(@) = { 0 firm <z <2mw und f(w+27) = f(2).

(4) Man berechne die Fourierreihe folgender periodischen Funktion
flz)=xz—rmfir0<z <27 und f(z+2m)=f(z).
(5) Man zeige
1
2m
(6) (*) Man zeige das Riemann’sche Lemma. Es sei f : R — C eine periodi-

sche, auf dem Intervall [0, 27| Riemann-integrierbare Funktion. Dann
gilt:

2w
/ e o = 6, 4. (7.25)
0

2w
lim f(z)sinkzdr =0,
k—o0 0
27
lim f(z)coskxdr = 0. (7.26)
k—o00 0

Beweis: [82] II, Kapitel 4.4

(7) (*) Man zeige: Gerade Funktionen lassen sich in reine Cosinusreihen
und ungerade Funktionen reine Sinusreihen entwickeln.






Kapitel 8

Naherungsmethoden

8.1. Iterationsverfahren zur Bestimmung von
Nullstellen

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir gesehen, dass die Losung vieler
Probleme auf die Bestimmung von Nullstellen hinauslauft. Die Frage, die sich
nun stellt, ist, wie sich Nullstellen in der Praxis finden lassen.

Die erste wichtige Beobachtung ist: Wenn wir zwei Stellen z; und z2 haben,
fiir die f(x1) und f(z2) verschiedenes Vorzeichen haben, dann liegt zwischen z
und x2 mindestens eine Nullstelle (falls f stetig ist). Anschaulich ist das klar,
denn wenn wir den Funktionsgraphen vom Punkt (z1, f(z1)) nach (z2, f(z2))
verfolgen, so miissen wir irgendwann die x-Achse schneiden, da wir wegen der
Stetigkeit nicht springen kénnen.

Haben also die Funktionswerte f(z1) und f(z2) verschiedene Vorzeichen, so
liegt zwischen x1 und x5 eine Nullstelle. Wie aber finden wir sie? Betrachten
wir Abbildung Wenn wir eine Sekante durch die beiden Punkte (z1, f(x1))
und (x2, f(z2)) legen, dann kénnen wir die Nullstelle z3 der Sekante als Néhe-
rungswert fiir die gesuchte Nullstelle nehmen.

Diese Nullstelle der Sekante ist (nach einer kleinen Rechnung) gegeben durch

ra—x1  w1f(w2) — 22f(71)

flxa) = fx1) — fla2) — flx1)

Ist nun zufilligerweise f(x3) = 0, also x3 auch eine Nullstelle unserer Funktion
f, so konnen wir Feierabend machen. Ansonsten miissen wir das Verfahren wie-
derholen: wir legen eine Sekante durch (z1, f(z1)) und (z3, f(z3)) und erhalten

r3 = 29 — f(22)

267



268 8. Néherungsmethoden

Abbildung 8.1. Regula falsi

so mit der Nullstelle dieser Sekante einen weiteren Naherungswert x4, usw. Mit
etwas Gliick erhalten wir auf diese Weise eine Folge von Naherungswerten

Tn—1 — Tn-2
f(xn—l) - f(xn—Q)’

die gegen eine Nullstelle von f konvergiert. Dieses Verfahren ist als ,,Regula
falsi“ bekannt.

Tp = Tp—-1 — f(xn—l)

Beispiel 8.1. Regula falsi
Bestimmen Sie die Nullstelle von f(z) = 2 + 222 + 102 — 20.

Loésung zu 8.1. Wir definieren zundchst
In[60]:=f[x | := x® + 2x2 + 10x — 20
und die Rekursion lautet
xn—1] — x[n— 2]
f[x[n —1]] — £[x[n — 2]]
An den Stellen xo = 1, x1 = 2 haben die zugehorigen Funktionswerte verschie-
denes Vorzeichen
Inl62] :={£[1], £[2]}
Out[621={—7,16}

In[61]:=x[n_] := x[n — 1] — f[x[n — 1]]

und wir verwenden sie daher als Startwerte. Damit lauten die ersten vier Nihe-
rungswerte

Inl63]:=x[0] = 1.;x[1] = 2.;{x[2], %[3], x[4], x[5]}
Out [63]1={1.30435,1.35791, 1.36901, 1.36881}

und der letzte stimmt bereits auf fiinf Stellen genau mit der gesuchten Nullstelle
tiberein. |
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Leonardo von Pisa hat diese Funktion bereits im Jahr 1225 untersucht. Er konnte die Nullstelle auf
mehrere Stellen genau berechnen. Niemand weif3, welche Methode er dazu verwendet hat, es ist aber

ein fiir jene Zeit beachtliches Ergebnis.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens kann verbessert werden, indem
man anstelle von Sekanten Tangenten verwendet. Dabei wihlt man einen Start-

Abbildung 8.2. Newton-Verfahren

wert xo und legt im Punkt (zg, f(zo)) die Tangente an die Kurve. Die Nullstelle
x1 der Tangente ist dann gegeben durch x1 = xg — f(z0)/f'(z¢) und liefert uns
einen ersten Niherungswert. So geht es weiter: wir legen in (x1, f(x1)) die Tan-
gente an die Kurve und bestimmen deren Nullstelle xo usw.

Definition 8.1. Die Folge von Niherungswerten ist rekursiv durch

f(@n-1)
7}0,@”_1) (8.1)

definiert und ist als Newtonverfahren bekannt.

Tp = Tp—1 —

Beispiel 8.2. Newtonverfahren
Bestimmen Sie eine Losung der Gleichung 2 = 2.

Losung zu 8.2. Die Losungen der Gleichung x> = 2 sind genau die Nullstellen
von f(x) = x? — 2. Wir definieren also
Inf64] :=f[x | := x* — 2;
flx[n — 1]]
 f/[x[n — 1]]
und erhalten mit dem Startwert xg = 1

Inle65]:=x[0] = 1.;{x[1], x[2], x[3], x[4], x[5] }

x[n]| :=x[n — 1]
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Out[651={2.,1.5,1.41667,1.41422, 1.41421}

Die Folge konvergiert also gegen /2 und ist nichts anderes als die Heron’sche
Folge (rechnen Sie die rechte Seite der Rekursionsformel explizit aus)! In Mathe-
matica kann auch einfach der Befehl FindRoot[f[x], {x,%0}| verwendet werden
um mit dem Startwert xo einen Néiherungswert fir eine Nullstelle von f(x) zu
finden. [ |

Beim Newtonverfahren ist es wichtig einen geeigneten Startwert xg zu finden
(das kann z.B. graphisch geschehen). Liegt der Startwert nicht nahe genug an
der gesuchten Nullstelle, so kann es passieren, dass das Newtonverfahren gegen
eine andere Nullstelle oder, noch schlimmer, iiberhaupt nicht konvergiert. Was
aber ,nahe genug®“ in der Praxis bedeutet, und wie der Bereich aussieht, fiir
den das Newtonverfahren gegen eine bestimmte Nullstelle konvergiert, ist in
der Regel ein kompliziertes Problem, fiir das es keine allgemeine Antwort gibt.

Um ihnen einen kleinen Einblick in dieses faszinierende Problem zu geben, betrachten wir die Glei-

chung 23 — 1 = 0. Sie besitzt drei Nullstellen: eine reelle, z = 1, und zwei komplexe, z = %\/&

beziehungsweise z = _1%‘/& Fiithrt man das Newtonverfahren fiir verschiedene Startwerte in der

komplexen Ebene aus und fiarbt die Startwerte nach den Nullstellen ein, gegen die das Newtonverfah-

ren konvergiert, so erhélt man das Bild in Abbildung @ Fiir alle roten Startwerte konvergiert das

_1%@ _1%‘/‘5" und fiir alle griinen

Verfahren gegen die Nullstelle z = , fiir alle blauen gegen z =

gegen z = 1. Die drei Mengen sind offensichtlich nicht durch glatte Kurven begrenzt, sondern wechseln

Abbildung 8.3. Konvergenzbereiche des Newtonverfahrens fiir 2% = 1

sich im Grenzbereich immer schneller ab. Vergréflert man einen Ausschnitt, so wiederholen sich immer
wieder die gleichen Strukturen (dhnlich wie bei einem Bild, das man erhilt, wenn man sich zwischen
zwel Spiegel stellt). Solche Mengen werden deshalb auch als selbstiihnlich oder fraktal bezeichnet.
Insbesondere kann eine offensichtlich extrem komplizierte Menge durch die Angabe einer einzelnen

Funktion f(z) = 23 — 1 charakterisiert werden. Diese Idee liegt der fraktalen Bildkomprimierung
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zugrunde. AuBerdem ist zu beachten, dass im Grenzbereich die kleinste Anderung im Startwert die
Konvergenz zu einer anderen Nullstelle zur Folge haben kann, und dass das Verhalten der Iteration
in diesem Bereich als ziemlich chaotisch eingestuft werden kann. Die Untersuchung dieser Phinomene

fithrt also ins Reich des Chaos und der fraktalen Mengen.

8.2. Interpolation

Aus der Schule kennen Sie sicher Funktionen wie Sinus, Kosinus oder die Expo-
nentialfunktion. All diese Funktionen haben eines gemeinsam: da ein Computer
nur die Grundrechenoperationen +, —, -, / beherrscht, kénnen sie am Computer
nicht direkt, sondern nur ndherungsweise berechnet werden. Eine Moglichkeit
ist nun, solche Funktionen durch Polynome anzunéhern.

Von sin(z) kennt man zum Beispiel die Werte sin(0) = sin(7) = 0, sin(5) = 1.
Wir kénnten versuchen sin(x) durch ein Polynom zu approximieren, das genau
durch diese Punkte geht. Mit etwas Probieren ist es nicht schwer folgendes
Polynom zu finden,

Py(r) = —ga(r — 1),

das durch alle drei Punkte geht. Wie finden wir dieses Polynom durch Probieren? — Aufgrund

der Nullstellen 1 = 0 und z2 =  ist klar, dass sich das Polynom in der Form P>(z) = az(xz — 7), mit
Parameter a faktorisieren ldsst. Der Parameter a folgt aus der Forderung, dass P2(3) = a5 (5 — )
gleich 1 sein muss.

Zeichnen wir beide Funktionen mit Mathematica so sehen wir, dass sich (auf
dem Intervall [0, 7]) eine recht gute Ubereinstimmung ergibt. Py ist eine nach
unten gedffnete Parabel, deren Nullstellen mit jenen von sin(z) auf diesem In-
tervall iibereinstimmen, ebenso stimmen die Funktionswerte von sin(z) und
Parabel an der Stelle § iiberein.

NI

Unsere Hoffnung ist natiirlich, durch Hinzunahme weiterer Punkte, an denen
sin(z) und Polynom iibereinstimmen, eine noch bessere Niherung auf einem
gewiinschten Intervall zu erreichen. Dafiir wird es aber notwendig sein, ein Po-
lynom entsprechend hohen Grades zu nehmen, denn wir haben gerade gesehen,
dass durch die Vorgabe von 3 Punkten das Polynom vom Grad 2 (die Parabel)
eindeutig festgelegt war.
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Allgemein steht man in der Praxis oft vor der Situation, dass man eine An-
zahl von Punkten (z;,y;), auch Stiitzpunkte genannt, gegeben hat und ein
Polynom P(x) sucht, das P(z;) = y; erfiillt.

Zum Beispiel werden die Punkte (z;,y;) durch Messungen erhalten oder man gibt sie aufgrund be-

stimmter Uberlegungen vor, und man sucht nun eine Funktion, die genau durch diese Punkte geht.

Sind n + 1 Punkte vorgegeben, so folgt, dass es genau ein Polynom, das maxi-
malen Grad n hat, geben kann, das durch diese Punkte geht. (Wenn man die
Beschrinkung , maximalen Grad n* aufhebt gibt es unendlich viele Polynome.)
Mit anderen Worten: n + 1 Punkte legen ein Polynom vom Grade kleiner gleich
n eindeutig fest. Demnach ist eine Gerade durch 2 Punkte, eine Parabel durch
3 Punkte usw. eindeutig festgelegt.

Klar fiir n = 0: ein Polynom vom Grad 0 (also eine konstante Funktion) ist eindeutig durch einen
einzigen Punkt festgelegt. Wie sieht es im Fall n > 1 aus: Angenommen, es giibe zwei Polynome p(x)
und ¢(z) vom Grad n > 1, die an n+ 1 Stellen iibereinstimmen: p(z;) = g(z;) fiir verschiedene Stellen
(reell oder komplex) z1,...,Zn+1. Dann ist ihre Differenz p(z) — ¢(x) ein Polynom vom Grad n (oder
niedriger), das (mindestens) an diesen n + 1 Stellen Nullstellen hat. Ein Polynom vom Grad n € N
kann nun aber nach dem Fundamentalsatz der Algebra maximal n Nullstellen haben. Also muss die
Differenz das Nullpolynom sein, also p(z) — g(z) = 0 fiir alle z, d.h., beide Polynome sind gleich. Die

Frage ist nun, ob es ein solches Polynom {iberhaupt gibt und wie wir es finden kénnen.

Diese Aufgabe, durch vorgegebene Punkte ein Polynom zu legen, heisst Inter-
polationsproblem, bzw. genauer

Definition 8.2. Fiir eine natirliche Zahl n seien n + 1 verschiedene Zahlen
(Stiitzstellen) {x;},0 < j < n und (Stitzwerte) {y;},0 < j < n vorgegeben. Ein
Polynom P(x) vom Grad < n mit P(x;) = yj,7 = 0,...,n heisst Losung des
Interpolationsproblem {(z;,y;)}] -

Versuchen wir das Interpolationsproblem zu losen. Wenn nur ein Punkt (xq, yo)
vorgegeben ist, so ist dadurch ein Polynom vom Grad 0 eindeutig festgelegt:

Po(z) = o

ist das gesuchte Polynom. Geben wir nun einen weiteren Punkt (x1,y;) vor
(natiirlich mit 21 # x9) und suchen nach einem Polynom vom Grad 1. Wenn
wir es in der Form

Pi(x) = yo + ki(x — o)

mit Parameter ki ansetzen, dann ist damit schon einmal garantiert, dass es
durch (zg,y0) geht. Den Parameter k; finden wir durch die Forderung y; =
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Pi(z1) = yo + k1(x1 — xp). Dann ist mit
Y1 — Yo
P = = (z —
1(x) = yo + 21 — 70 (z — o)
die Losung fiir den Fall zweier Punkte gefunden. Nun ahnen Sie vielleicht schon
wie es weiter geht: Wir setzen
Py(x) = Pi(x) + ko(x — z9)(z — x1)

an und bestimmen kg aus y2 = Po(x2) = Pi(x2)+ko(xa—x0)(z2—21). Allgemein
erhilt man folgenden Algorithmus, der das Interpolationsproblem 16st:

Satz 8.3. Zu vorgegebenen Stitzpunkten (z;,y;), 0 < j < n gibt es genau ein
Interpolationspolynom P, (z) vom Grad n, das P(x;) = y; erfillt. Es kann
rekursiv iber

Py(z) = wo (8.2)

l‘—fL‘j

K
Pea(z) = Pu(@) + (ks — Pelarsn)) [ | (8.3)

X — X
=0 Th+1 j

ermittelt werden.

Es gibt noch andere Algorithmen um P, (z) zu berechnen. Da P, (z) eindeutig ist, liefern sie natiirlich
alle das gleiche Ergebnis. Obiger Algorithmus hat den Vorteil, dass er leicht implementiert werden
kann und recht effektiv ist.

Weitere Algorithmen

http://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_interpolation
http://en.wikipedia.org/wiki/Newton_polynomial

Beispiel: Gegeben seien die Punkte {(—1,15),(2,6), (4,10)}. Man berechne das
Interpolationspolynom.

Nachdem wir nun wissen, wie wir zu gegebenen Stiitzpunkten das zugehori-
ge Interpolationspolynom finden, stellt sich als néchstes die Frage ob durch
Erhéhung der Anzahl der Stiitzpunkte eine immer bessere Ubereinstimmung
mit einer vorgegebenen Funktion f(z) erreicht werden kann. Ob also durch
Vorgabe von etwa 10 anstelle von 3 Punkten sin(z) auf dem Intervall [0, 7]
besser gendhert wird.

Leider ist das nicht unbedingt der Fall (zumindest nicht, wenn man die Stiitz-
punkte gleichmdfig verteilt). Im Fall der trigonometrischen Funktionen gibt es
zwar keine Probleme. Man kann zeigen, dass z.B. bei 11 gleichméflig verteilten
Stiitzpunkten im Intervall [0, 7] der Fehler zwischen sin(x) und dem Interpola-
tionspolynom kleiner 1078 ist. Aber zum Beispiel die Funktion

1
H@) = 11252
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macht leider schon Probleme, wie man folgendermaflen sieht: Erzeugen wir
zunichst mit Mathematica eine Liste von 13 Stiitzpunkten, die gleichméBig
iiber das Intervall [—1, 1] verteilt sind und berechnen das zugehérige Interpola-
tionspolynom mittels InterpolationPolynomial[{{xo,yo},.-- },X]:

In[66] :=f[x | = 1/(1 + 25x?);
Stuetzpunkte[n | := Table[{j/n,f[j/n|}, {j, —n,n}];
P[x_] = InterpolatingPolynomial[Stuetzpunkte[6],x|//Expand

ot [68]-1 551599221900 x? N 367051586875 x* 107641853578125 x°
t =1 — —
B 28167484501 1847048164 112669938004
62017871484375%%  65809335937500 x1° N 25628906250000 x12
28167484501 28167484501 28167484501

Zeichnen wir nun beide Funktionen, so erleben wir eine Uberraschung;:

In[69] :=Plot[{f[x],P[x]}, {x, —1,1},PlotRange — All];

NN

-1 -0.5 0.5

Das Interpolationspolynom weist am Rand starke Oszillationen auf und stimmt
dort auch iiberhaupt nicht mit unserer Funktion iiberein!? Das Verhalten kann
zwar etwas verbessert werden, indem man die Stiitzpunkte am Rand dichter
als in der Mitte wéhlt (Tchebycheff Interpolation), aber das prinzipielle
Problem bleibt.

Deshalb verwendet man in der Praxis meist stiickweise Polynome von kleinem
Grad (meist 3). Jedes Polynom lebt dabei auf einem der Intervalle (x;,x;j41)
und benachbarte Polynome werden an den Randpunkten (die genau die Stiitz-
punkte sind) moglichst ,,glatt* (also so, dass keine ,,Ecken* entstehen) zusam-
mengeklebt. Dieses Verfahren ist unter dem Namen Splines bekannt.

Es kann gezeigt werden, dass jede stetige Funktion auf einem Intervall [a, b] beliebig genau durch Poly-
nome approximiert werden kann (Approximationssatz von Weierstrass). Wie aber bei vorgegebe-
nem Grad das Polynom mit dem kleinsten Fehler (d.h., die grofite Abweichung maxg¢c(q,p] | f(2)—Pn(z)]

soll so klein wie moglich sein) gefunden werden kann, ist ein kompliziertes Problem.
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8.3. Nummerische Integration

Bei der Berechnung von ,,bestimmten Integralen® existiert in den meisten Féllen
keine Stammfunktion. In diesen Féillen konnte man Riemannsche Summen ver-
wenden.

Geschickter ist es jedoch, die Funktion f(z) auf dem Intervall [a,b] durch z.B.
ein Polynom P, (z), das man leicht integrieren kann, zu approximieren.

Im Falle von n = 1 erhélt man mit den Stiitzstellen {a, b} die Trapezformel

b —a
[ t@de~ =200 (1) + £0)). (54)

Im Falle n = 2 erhélt man die Simpsonformel, die auch noch Keplersche
Fassregel genannt wird

b —a a
[ t@aom s =0 (fw v ar 4 m). 69

Hier sind die Stiitzstellen {a, 5, b}.

Wenn man das Intervall [a, b] in N gleiche Teile mit der Linge bfTa zerlegt und

auf jedem dieser Teilintervalle die Trapezregel anwendet erhélt man die grofie
Trapezregel (mit y; := f(x;))

b N-1
b—a
~I[Hh=—— 2 . .
/Qf(x)dw‘ T=gy |Mwtun+ j;y; (8.6)

Satz 8.4. Die groffe Simpsonformel erhdilt man bei Zerlegung des Intervalls
[a,b] in 2N gleiche Teile der Linge b{—Na

b N—-1 N
. b—a
/a f(x)de = I§ = = Yo + Yon + 2 ; y2; + 4 ;y%_l . (8.7)

Beziiglich der Fehlerabschétzung sei auf [82] I, Kapitel 7.10 verwiesen.

8.4. Ubung

Man l6se die folgenden Beispiele indem man in Mathematica den entsprechen-
den Algorithmus zu Fuss implementiert, (d.h. keine eingebauten Routinen dafiir
verwendet):

(1) Durch Anwendung des Newton-Verfahrens bestimme man n&herungs-
weise die Losung von (Startwert zg)

(a) f(x)=xzlogx—1=0, z9=2,
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(b)  f(z) = sin(5rz/2) ™2 1 =0, z=10.

Man iiberpriife das Ergebnis mit Berechnungen mittels des Mathematica-
Befehls FindRoot [ ].

(2) Man lose das Interpolationsproblem {(—1,0), (0,2), (1,4), (3,32)}.
Man iiberpriife das Ergebnis mit Berechnungen mittels des Mathematica-
Befehls InterpolatingPolynomiall ].

(3) Man berechne mit der grolen Trapezformel mit N beliebig und der
groflen Simpsonformel mit N beliebig das Integral

1 2
/ e dx.
0

Man iiberpriife das Ergebnis mit Berechnungen mittels des Mathematica-
Befehls NIntegrate[ ] fiir N = 4,10, 100.

(4) Man verbinde die Punkte {(0,0), (1,1), (3,3)(4,2), (6,4) } moglichst ,, glatt“
durch Polynome 3. Ordnung (cubic splines). Glatt heisst: Funktion ist
stetig, erste und zweite Ableitung ist stetig, weiters: die zweite Ablei-
tung an den Réndern ist 0.



Kapritel 9

Analysis 2

9.1. Differentialrechnung im R"

Bis jetzt haben wir im Rahmen der Differential- und Integralrechnung nur Ab-
bildungen von R!' — R! bzw. auf Teilmengen D von R! betrachtet und wollen
dies nun auf Abbildungen von R — R™ erweitern.

Anmerkung: Lineare Abbildungen von R™ — R™ haben wir bereits im Kapitel Lineare
Algebra eingefiihrt.

Zuerst betrachten wir ein paar einfache Beispiele:

(1) Eine Abbildung I = [a,b] C R — R? (bzw. R3), t — x(t) = (x(t),y(t)) heifit
ebene Kurve (bzw. Raumkurve). Allgemein spricht man bei Abbildungen der
Form R! — R™ auch von vektorwertigen Funktionen.

(i) Gerichtete Strecke (Abb.[0.1): x: I = [0,1] — R?, ¢ v x(t)

x(t) a by —ax
= t
(o) =)+t (m =)
x(t) = (1— ) A+ B,
A = (a1,a2), B = (b1,b2), a1,by,a2,b2 € R.

(i) Ellipse (Abb.[9.2): x : T = [0,27) — R2, ¢ > x(¢)

z(p)\ _ (r1cos(p)

(o) = (hentsy) . moreer
11) Neilsche Parabel: x : R = R*, ¢t — x(¢) = (t*,at”), a € R.
(iii) Neilsche Parabel R — R? (t) (2 3) R

277
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N
. . . .
au = N W U

Abbildung 9.1. Gerichtete Strecke

D
/

Abbildung 9.2. Ellipse

(iv) Zykloide (Abrollkurve): x : R — R? ¢ — x(t) = (r(t — sint),r (1 —
cost)), r€R.

(v) Lemniskate: x : I = [0,27) — R?, ¢ > x(t).
r cos(t)
x(t)) < sin? t41 )
= | rsin(t)cos(t) | » reR.
<y<t) Tl

(vi) Lissajous-Figuren: x : R — R? .

<x(t)> _ (acos(wnf—i- ¢1)> ’ a,b,wi,ws, d1, P2 € R.

y(t) b cos(wat + ¢2)
(vii) Schraubenlinie (Abb. : x:1=[0,00) = R3 t— x(t)
x(t) 7 cos(t)
y(t) | = [ rsin(?) |, r,h € R. (9.1)

z(t) ht
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Abbildung 9.3. Schraubenlinie

Anmerkung: Interpretiert man ¢ als Zeit, beschreibt dieses Beispiel die Bewe-
gung eines Teilches im Raum auf einer Schraubenlinie.

(2) Fliche (Hyperfliche): R? — R! (bzw. R” — R%)
(i) Polynome p : R? — R

M N '
p(z,y) = Z Zaj,kxjyk. (9.2)

7=0 k=0
(i1) Paraboloid (Abb. : f:R2 =R f(z,y) =22 + 42
(i2) Hyperbolisches Paraboloid (Abb. : f:R2 =R f(z,y) =2y

(ii) (obere) Halbkugel (Abb. : f:D—=RYD={(z,y) | 22 +y> <71’} C
R2 r € R,

fla,y) = vr? = (@® +3?) (9.3)
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Abbildung 9.4. Paraboloid

Funktionen von mehreren Variablen treten natiirlicherweise iiberall dort auf wo
eine Grofle von mehreren anderen abhingt. Beispiele:

(a) Die Temperatur T eines Gases (idealisiert) hingt vom Druck p und dem
Volumen V" ab. Als Funktion

T(p,V)=cpV, (9.4)
wobei ¢ eine Konstante ist (¢ =1/(vR) = 1/(Nkg)).

(b) Die Anziehungskraft F'(x,y, z) zwischen zwei Kérpern im Raum héngt von
deren Entfernung ab

F(x) = —ymima (9.5)

X
I/
(c) Der Ertrag E eines Produktes héngt unter anderem von der produzierten
Stiickzahl p und der Anzahl der verkauften Produkte a ab: £ = E(p,a).

Anmerkung: Hat man insgesamt mehr als drei Dimensionen, mufl man zur Ver-
anschaulichung Einschréankungen vornehmen, z.B. man gibt bestimmten Varia-
blen einen festen Wert oder betrachtet die Punkte die den gleichen Funktions-
wert haben (= H6henlinien).
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Abbildung 9.5. Hyperbolisches Paraboloid

Um nun Analysis betreiben zu kénnen, braucht man, um den Begriff Konvergenz
formulieren zu kénnen, einen Abstandsbegriff im R".

9.1.1. Normen auf dem Vektorraum R"™. Im R” konnen auf verschiedene
Weisen Normen definiert werden, z. B.

n
e = g el = 3ol
J_

[xllp =

Z lz[P, 1 <p < oo. (9.6)
j=1
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Abbildung 9.6. Halbkugel

Definition 9.1. Zwei Normen || ||, || ||s auf R™ heiflen dquivalent, wenn es
fur alle x € R™ zwei reelle Zahlen a,b > 0 gibt, mit
al[x||; < [[x|ls < bfx]]- (9.7)

Es gilt der folgende Satz

Satz 9.2. Je zwei Normen auf R™ sind dquivalent.

Das heifit man wird jeweils die Norm verwenden, die rechentechnisch fiir das
jeweilige Problem am einfachsten zu handhaben ist.

Durch eine Norm wird eine Metrik (Abstand) d(x,y) = ||x — y|| erzeugt und
daher 148t sich nun die Konvergenz einer Punktfolge definieren.

Definition 9.3. Eine reelle Folge von Punkten x™ = (z1*,...,x") heifst kon-
vergent gegen einen Punkt x° € R™ (geschrieben lim,, oo X™ = x°) falls gilt:

Zu jeder reellen Zahl € > 0 existiert eine Zahl M. € N, sodass
d(x™,x%) = ||x™ - x°|| < ¢ (9.8)

fir alle m > M, aus N gilt.

Ubung: Wie schauen die entsprechenden e-Umgebungen eines Punktes im R?
beziiglich der Normen [9.6] aus?

Es gilt der Satz der koordinatenweisen Konvergenz [82], Seite 140.
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Satz 9.4. Eine Punktfolge im R"™ ist genau dann konvergent, wenn sie in jeder
Koordinate konvergent ist.

Auch im R" gilt der Satz von Bolzano-Weierstrass.

Satz 9.5. Jede beschrinkte unendliche Menge X C R"™ hat wenigstens einen
Haufungspunkt.

Anmerkung: Eine Menge X heifit offen, wenn jeder Punkt x € X eine Umge-
bung U besitzt die ganz in X enthalten ist, d.h. z € U,U C X. Eine Menge
heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.

Eine beschrankte und abgeschlossene Teilmenge X C R”™ heifit kompakt.

9.1.2. Stetigkeit. Wir betrachten zuerst Abbildungen von R" — R.

Definition 9.6. (i) Eine Funktion (Abbildung) f : R™ — R heifit stetig in
einem Punkt x € R™, wenn fiir jede beliebige Folge x™ die gegen x° konvergiert
auch die Bildfolge f(x™) gegen f(x°) konvergiert.

(ii) Eine Abbildung f : R* — R™ heifit stetig in einem Punkt x° € R", wenn
sie in jeder Koordinatenfunktion fj,j=1,...,m in x° stetig ist.

Man zeige: Alle linearen Abbildungen A : R™ — R™ sind stetig.

Alle frither formulierten Sétze iiber die Stetigkeit gelten auch fiir Funktionen
von mehreren Variablen. Es sind also Summen, Produkte und Quotienten (Nen-
nernullstellen &ndern den Definitionsbereich) von stetigen Funktionen wieder
stetig.

FEine Richtung im R ist gegeben durch einen Vektor a und eine Gerade durch
x¥ in Richtung von a durch

G(a,x") = {x | x =x"+ta,t € R}. (9.9)
Damit kann nun der Richtungsgrenzwert g einer Funktion f in Richtung von
a im Punkt x° durch

g = lim f(x° + ha) (9.10)
h—0

definiert werden. (Man schreibt auch a — lim,_, 0 f(x).)

Es ist klar, da fiir eine Funktion, welche an einem Punkt x° den Grenzwert
g besitzt, alle Richtungsgrenzwerte existieren und gleich sind. Die Umkehrung
gilt aber nicht wie folgendes Beispiel beweist.

Beispiel 1: f:R? - R

0 falls (x,y) = (0,0) oder y # x?
flx,y) = )
1 fallsy =az*,z #0.
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Offensichtlich gilt f(0,0) = 0 und fiir jede Richtung a ist

a— lim z,y) = 0.
(z,y)—(0,0) fe)
Es gilt jedoch fiir die Folge x* = (1, ,712)
1 1
li — —) =1.
A FG @)

Das heifit die Funktion ist zwar im Punkt (0,0) ,stetig in jede Richtung* aber
nicht stetig im Sinne der Definition

Ein weiteres Beispiel 2

% falls (x,y) # (0,0)

flz,y) = {Q falls (x,y) = (0,0).

Man zeige: Diese Funktion ist nicht stetig in (0, 0).

9.1.3. Richtungsableitung und partielle Ableitungen. Stellt man sich
eine Abbildung R? — R als eine Fliche im R? dar, so sicht man, da man an
einem Punkt verschiedenste Tangenten zeichnen kann. Gibt man jedoch eine
Richtung in der z — y-Ebene vor so ist die Tangente jedoch eindeutig bestimmt.

Definition 9.7. Fine Abbildung f : R® — R heifit im Punkt x° differenzierbar

in Richtung a (||al]| = 1), wenn der Grenzwert
0 (0
lim £ h8) = f(x') (9.11)
h—0 h

existiert. Man nennt diesen Grenzwert die Richtungsableitung von f in Rich-
tung von a und schreibt
g—f(xo).
a
Nimmt man als spezielle Richtung die Richtung der Koordinatenachse xy, so
nennt man diese Richtungsableitung die partielle Ableitung der Funktion f nach
der Variablen xj und schreibt
of

8$k

(9.12)

x%) oder auch kiirzer fy, (x°). 9.13
k

Berechnet wird die partielle Ableitung nach x; dadurch, dass man f als ei-
ne Funktion der Variablen x; auffasst in der alle anderen Variablen konstant
gehalten werden und dann wie eine eindimensionale Funktion differenziert.
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Beispiel 1: f(x,y) = 2% + 2 cosy. Fiir einen Punkt (z°,4") berechnet man die
partiellen Ableitungen wie folgt

of

0
%(:Uo,yo) =22% + cosy?, Fy(xo,yo) = —2% siny°.
Ein weiteres Beispiel 2
floy) = x2x_i/y2 falls (z,y) # (0,0)
’ 0 falls (z,%) = (0,0).

Man zeige: Die partiellen Ableitungen im Punkt (0,0) sind 0.

Das letzte Beispiel zeigt, dafl aus der Existenz der partiellen Ableitungen nicht
die Stetigkeit der Funktion folgen muf.

Es gilt jedoch

Satz 9.8. Gegeben sei f : R* — R und ein Punkt x°. Eristieren in einer
Umgebung des Punktes x° alle partiellen Ableitungen fu,, ..., fz, und sind diese

dort beschrinkt, so ist f stetig an x°.

Existieren an einem Punkt x° alle partiellen Ableitungen, so fasst man diese zu
einem Vektor zusammen.

Definition 9.9. FEs sei f : R™ — R. Der Vektor

for (x0)
grad f(x°) = : (9.14)

fan (XO)

heifst Gradient von f an der Stelle x°. Eine weitere Schreibweise dafiir ist
Vf(x°) (sprich: Nabla-Operator).

Der Zusammenhang zwischen Gradient und Richtungsableitung ist durch Glei-

chung (9.19) gegeben.

9.1.4. Differenzierbarkeit im R™. Bei der gewohnlichen Differenzialrech-
nung wird der Differenzialquotient als Grenzwert des Differenzenquotienten de-
finiert. Dieser ergibt die Steigung der Tangente im Punkt zy an eine Funktion
f. Das Wesentliche bei der Definition der Differenzierbarkeit ist, dass sich die
Funktion durch eine lineare Funktion lokal (affin) approximieren 148t. Dies ist
der Schliissel zur Definition in mehr Dimensionen.
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Definition 9.10. Gegeben sei eine Funktion f : R® — R und ein Punkt x°.
Die Funktion f heifst nun differenzierbar an x°, wenn ein Vektor c und in einer
Umgebung U von x° eine Funktion r existiert, sodass gilt

FE) =) +e (x=x) +[x=x[r(x), xeURX",
wobei r(xY) = lim r(x) = 0. (9.15)

x—x0

Anmerkung: c - (x — x) ist das Produkt der Matrix bestehend aus dem Zeilen-
vektor ¢ mit dem Vektor x — x° (Alternative: skalares Produkt).

Fir n = 1 ist dies der Zerlegungssatz, der ja genau besagt, dass man eine
Funktion in einer Variablen affin linear durch eine Gerade approximieren kann.

Auch fiir n = 2 kann man sich die Aussage dieses Satzes wie folgt veranschau-
lichen. Die affin lineare Funktion

g(z,y) = F) +e- (x=x") = f(2° ") + e (z —2%) + 2 (y —9°)  (9.16)
ist genau die Tangentialebene an die Funktion f im Punkt (2°,%°), d.h. der
Quotient

m S@Y ey (9.17)
(2y)=@290) || (2, ) — (20, 3°)]|

Satz 9.11. Ist eine Funktion f : R — R in einem Punkt x° differenzierbar,
so ist sie auch stetig und es existieren die partiellen Ableitungen wobei gilt

fo,(x%) = ¢ also ¢ =grad f(x°). (9.18)
Die Richtungsableitung kann in diesem Fall wie folgt berechnet werden.
0
O (x%) = (a,grad £ (<)), (9.19)

(Anmerkung: rechts steht ein skalares Produkt und ||a||2 = 1)

Man sieht, dass die Richtungsableitung maximal ist, wenn a und grad f dieselbe
Richtung haben, d.h. der Gradient hat die Richtung in der sich die Funktion
am stirksten dndert. Die Orientierung ist in ,,Richtung® der Zunahme.

Beispiel: Es f(z,y) = 22 4+ 2. Man berechne den Gradienten und die Niveauli-
nien der Funktion und stelle diese graphisch dar.

Aus der Existenz der partiellen Ableitungen folgt aber nicht die Differenzier-
barkeit einer Funktion. Dazu benétigt man eine weitere Bedingung.

Satz 9.12. Sei eine Funktion f : R™ — R in einer Umgebung eines Punktes
x" gegeben. Existieren in dieser Umgebung die partiellen Ableitungen und sind
diese auch stetig, so ist f differenzierbar an der Stelle x°.
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In der Praxis wird man also die Differenzierbarkeit einer Funktion dadurch
nachweisen, dass man die partiellen Ableitungen auf Existenz und Stetigkeit
untersucht.

Fiir (vektorwertige) Funktionen f : R — R™ gilt.

Definition 9.13. Gegeben sei eine Funktion £ : R* — R™ und ein Punkt x°.
Die Funktion £ = (f1,..., fm) heiffit nun differenzierbar (total differenzierbar)
an x°, wenn eine m x n—Matriz A und in einer Umgebung U von x°

eine
Funktion r : R® — R"™ existieren, sodass gilt
f(x) =f(x") + A (x —x°) +||x — x°|| r(x), x € U(xY),
wobei r(x°) = lim r(x) = 0. (9.20)

x—x0

Diese Definition besagt also, dass jede Koordinatenfunktion f;(x) an x° diffe-
renzierbar ist. Fiir die Koeffizienten der Matrix A ergibt sich

Of.:
oy 20

—axk(xo),j:1,...,mk::1...,n. (9.21)

Diese Matrix heifit Jacobi-Matriz, genauer

Definition 9.14. Gegeben sei eine Funktion f : R™ — R™ und ein Punkt x°.
Existieren an x° die partiellen Ableitungen %(XO),j =1,....mk=1...,n,
so heifst die Matriz
df df1,...,0 of;

60) = i(x) = By - () @)

dx - Ox1,...,0xn oxy,

die Jacobi-Matrix (Funktionalmatrix) von f an der Stelle x°.

Beispiele
(1) Die Abbildung f : R? — R3 sei definiert durch
filz,y) =2z +y,
folw,y) = 32% + 47,
fs(z,y) = zy.
Man berechne die Jacobi-Matrix im Punkt (1, —2).
(2) Die Abbildung f : R? — R? sei definiert durch
fi(2,y) = weosy,
fo(z,y) = xsiny.
Man berechne die Jacobi-Matrix im Punkt (x,y).
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9.1.5. Die Kettenregel. In vielen Anwendungen benttigt man die Ketten-
regel.

Definition 9.15. Gegeben seien die Funktionen f : R® — R™ und g : R"™ —
R!. Es sei B(f) € D(g) und h = gof und y° = £(x°). Die Funktion g sei
differenzierbar an der Stelle y°. Dann gilt
(1) Existiert g—i(xo), so existiert auch 2 (x%), und es ist
dh o dg, o df
) = ) L0,
(“- 7 deutet das Matrizenprodukt an)

(9.23)

(2) Ist £ an x° differenzierbar, so ist auch h an x° differenzierbar.

Ubung: Man schreibe 1) explizit an.

Fiir den Fall f : R — R™ und g : R™ — R ist A : R — R und die Kettenregel
lautet dann

4 (29)
dzx
B =1 = (6% ) L
(@)
:Zai 0 .%(xo) (9.24)

Eine weitere Anwendung sind Koordinatentransformation.

Gegeben sei eine Funktion f(z,y). Durch Einfiihrung der sogenannten Polar-
koordinaten

T = 1COoS,

Yy =rsinp (9.25)
geht f in eine Funktion F(r,¢) = f(rcos ¢, sin @) itber. Zwischen 9 gi und
gu{: , g£ besteht dann nach der Kettenregel folgender Zusammenhang:
r
867“ gf(;) (rcosy) + gjycgr(?" singp) = gi cos p + g‘;j sin ¢, (9.26)
oF of 0

of o, . of of
9% 9109 —(rc )+8 E (rsinp) = amrsmgo—kayrcosgp.

9.1.6. Partielle Ableitungen h6herer Ordnung. Betrachtet man die par-
tielle Ableitung f;, einer Funktion f : R®™ — R an jeder Stelle xY an der sie
definiert ist, so ergibt dies wiederum eine neue Funktion von der man weitere
partielle Ableitungen bilden kann.




9.1. Differentialrechnung im R™ 289

Definition 9.16. Sei eine Funktion f : R — R in einer Umgebung eines
Punktes x° gegeben. Existiert in diesem Punkt fir ein kg, £ > 1 die partielle
Ableitung

(fwklxk?"wkéfl)wkz (X0>7 1 S ]{3] S n, ] - 1, .. .6, (927)
s0 heifit diese die partielle Ableitung (-ter Ordnung von f an x° und wird mit
o'f
8xk18xk2 000 8%

bezeichnet. Fxistieren auf eine Menge X alle partiellen Ableitungen von f der
Ordnung k und sind diese auch stetig so schreibt man

f e CH(X). (9.28)

Also gilt: fmklxkz (x) = axffafg% (x) :== asz (825:1) (x).
Beispiel 1: f(z,y,2) = 4zyz — 2% + y?
Man erhélt

[z =4yz — 2x, fy = 4dxz + 2y, f> = 4xy,

fxz:_Q fyy:2, fzz:()a
fxy:fy:v:4za for = fox = 4y, fyz:fzy:4x'

Beispiel 2:
oy 22 — o2
flz,y) = z? +y°
0 falls (z,y) = (0,0).
Man berechne f,(0,0) und f,.(0,0).

Wie man an Beispiel 2 sieht, muss die Reihenfolge bei den partiellen Ableitungen
nicht unbedingt vertauschbar sein. Der folgende Satz fiir Funktionen von zwei
Variablen ldsst sich unmittelbar auf Abbildungen f : R™ — R iibertragen.

Satz 9.17. (Schwarz) Sei eine Funktion f : R? — R in einer Umgebung U eines
Punktes (2°,9°) gegeben. Es existiere in dieser Umgebung die partielle Ableitung
fuy und sei diese auch stetig in (2°,yY). Ferner existiere auch fy(z,y°) fiir alle
(z,y°) € U. Dann ezistiert auch f,;(z°,y°) und es gilt

f:cy(JUanO) = fy:r:(xoayo)' (929)

Diese Voraussetzungen sind insbesondere erfiillt, wenn f € C*(U) gilt.
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9.1.7. Extremwerte von Funktionen mehrerer Verinderlicher. Eine
notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines relativen Extremwertes ist of-
fensichtlich, daf} ein Extremum in jeder Koordinatenrichtung vorliegt.

Satz 9.18. Die Funktion f : R™ — R sei an x° partiell nach jeder Variablen

differenzierbar. Hat f an x° ein relatives Extremum, so gilt grad f(x°) = 0.

Zur Formulierung hinreichender Bedingungen bendétigen wir zuerst ein paar
neue Begriffe aus der linearen Algebra.

Definition 9.19. Es sei A = (aj) eine symmetrische Matri.
Das Polynom
Qa(x) = Z ajrr;xr = (X, AX) (9.30)
k=1
heif$t die zu A gehdrende quadratische Form.
Die Matriz A bzw. die Funktion Qa heifst
(i) positiv (negativ) semidefinit, wenn QA(x) >0 (Qa(x) < 0) fiir alle x gilt,
(i) positiv (negativ) definit, wenn Qa(x) >0 (Qa(x) < 0) fir alle x gilt,

(iii) ansonsten indefinit.

Fiir eine 2 x 2 Matrix ergibt sich daraus: Die Matrix

A= (‘C‘ Z) (9.31)

ist genau dann:

(i) positiv semidefinit, wenn ad — 2 >0,a>0,d>0,

(i) negativ semidefinit, wenn ad — b? > 0, a < 0,d < 0,

(iii) positiv definit, wenn ad — b> > 0, a > 0,

(iv) negativ definit, wenn ad — b* > 0, a < 0,

(v) indefinit, wenn ad — b2 < 0.

FEin Kriterum wann eine symmetrische Matrix definit ist gibt der folgende Satz.

Satz 9.20. Gegeben sei die symmetrische Matriz A = (ajk:)?,k:r Mit Ay werden
die Hauptuntermatrizen der Ordnung | bezeichnet, d.h. A} = (ajk)é',k:r

(i) A ist genau dann positiv definit, wenn
det A; >0 fiir allel =1,...,n.

(ii) A ist genau dann negativ definit, wenn
(—=D)ldet A; > 0 fiir allel =1,...,n.
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Weiters gilt:

Satz 9.21. Fiir eine >0 sei U/ = {x € R" | 0 < ||x]|| < €} und Sc = {x €
R™ | ||x|| = €}. Gilt auf U! oder S,

(i) Qa(x) >0, so ist A positiv semidefinit,
(ii) Qa(x) <0, so ist A negativ semidefinit,
(i1i) Qa(x) > 0, so ist A positiv definit,

(iv) Qa(x) <0, so ist A negativ definit.

Damit kann man nun Extremalwerte wie folgt charakterisieren.

Satz 9.22. Gegeben sei die Funktion f : R® — R und ein Punkt x° und in
einer Umgebung U von x° gelte f € C*(U(xY)). Ferner sei grad f(x°) = 0 und
H(x%) die (symmetrische) Hesse-Matrix

H(XO) = (ij,xk (XO))ng:l (9.32)
Es gilt:

(i) Ist H(x%) positiv definit, so hat f an x° ein relatives Minimum. Ist H(x°)
negativ definit, so hat f an x° ein relatives Mazimum.

(ii) Hat f an x° ein relatives Minimum, so ist H(x") positiv semidefinit. Hat
f an x° ein relatives Mazimum, so ist H(x) negativ semidefinit.

(iii) Ist H(x") indefinit, so hat f an x° kein relatives Extremum.

Beispiel: Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
f(z,y,2) = 35 — 6z + 22 + 2° — 2zy + 2y° + 2yz + 32%
Man suche die Extremstellen.

Fiir den Fall f : R? — R lautet obiger Satz. Es sei (z°,9") ein Punkt mit einer
Umgebung U in der f € C?(U(2°,y°)) gelte. Ferner sei grad f(z%,y%) = (0,0).
Die Diskriminate A (ist gleich det H(x")) ist gegeben durch

A y") = faal2® %) fyy (2%,5°) = (fay (2°,9%)). (9.33)
Es gilt:

(i) Ist A(z% »°%) > 0, so hat f an (2%,3°) eine Extremalstelle, wobei es sich
um mein relatives Minimum fiir f,. (2%, %) > 0 und ein relatives Maximum fiir

fea(2°,9°) < 0 handelt.

(iii) Ist A(2,9°) < 0, so hat f an (z°,9°) ein kein relatives Extremum.
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Beispiel 1: Man untersuche die Funktion f : R? — R
fl,y) =zy+z—y+1
Beispiel 2: Man untersuche die Funktion f : R? — R
flz,y) = 2® — 122y + 853
Beispiel 3: Man untersuche die Funktion f : R? — R
fz,y) = 3ay — 2%y — zy?
Man bestimme alle Extremstellen auf M = {(z,y) € R? |2 > 0,0 <y < 3—x}.
Zum Schluss eine praktische Anwendung:

Beispiel 9.1. Ausgleichsgerade Gegeben sind n Messwerte (a;,b;),i =1,...,n.
Gesucht ist eine Gerade g(x) = kx +d, sodass diese Messwerte maglichst ,gut®
beschrieben werden, d. h. die quadratische Abweichung
n
> (b —g(a:))’
i=1
minimal wird (Gaujf$’sche Methode der kleinsten Fehlerquadrate).

Losung zu 9.1. Wir setzen (z1,22) = (k,d), dann miissen wir das Minimum

der Funktion .

f(x) = Z(bl — 210 — T9)*
i=1
finden. Zundchst miissen wir den Gradienten berechnen
21 2(bj —w1a; — xz)(—%))
rad(f) = In
grad(f) <Zj:1 2(bj — w1a; — x2)(—1)
und dessen Nullstellen suchen. Fihren wir folgende Abkiirzungen ein

1 - 1
d:HZaj, b:HZb],
7j=1 7j=1
1 & 1 &
A:EZ%Q-, B:azajbj,
7j=1 7j=1

so ldsst sich unser Gradient tbersichtlich als

grad(f) = 2n (Azf;li“jj__ ; )
schreiben. Das lineare Gleichungssystem grad(f) = 0 kann leicht geldst werden
und die Losung lautet
B —ab bA —aB
i@ T Asa

r1 =



9.1. Differentialrechnung im R™ 293

Um zu zeigen, dass es sich um ein Minimum handelt, missen wir noch zeigen,
dass die Hesse Matrix positiv definit ist. Die Hesse-Matrix lautet
0% f A a
—= =2n| _ .
ox2 a 1

Da A > 0 bleibt zu zeigen, dass die Determinate (Produkt der Eigenwerte) der
Hesse-Matriz positiv ist.

Die beiden Eigenwerte A2 = n(A + 1+ /(A+1)2 — 4(A — a2)) sind positiv,

da A1+ A2 =2n(A+1) >0 und M A2 = 4n*(A — a®) = 4n Y 1 | (a; — a)* > 0.
|

Anmerkung: In der Statistik nennt man dies lineare Regression und verwendet die
folgende Notation bzw. Abkiirzungen

o)
SN
|
| | =
—
—
IS
<

\
S
=
w
)
o
3

| |
—
]
IS
~
QI
S~—
—
o
<

\
=l
=

und wegen

ist die Losung

Sab T _Sab
To=b—a—.

1 = —&5
52’ s2

9.1.7.1. Extremwerte unter Nebenbedingungen, Lagrange-Multiplikatoren. In vie-
len Problemen werden nicht nur Extremstellen von Funktionen f : R” — R al-

lein gesucht, sondern man verlangt, dass auch gewisse zusétzliche Gleichungen

(Nebenbedingungen) erfiillt sind. Die Nebenbedingungen treten in Gleichungen

der Form

kurz

gx)=0, g=(g1,---,9m) (9-34)

auf. Fiir Extremstellen mit Nebenbedingungen gibt es ein notwendiges (aber
nicht hinreichendes) Kriterium, das sogenannte Verfahren von Lagrange.
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Satz 9.23. Gegeben seien die Funktionen f : R®™ — R und g : R* — R™
mit m < n. In einer Umgebung U von x° sei f € C*(U) und g; € CY(U),
j=1,...m. Der Rang der Matrix

99; o
995 )> (9.35)
<8$k j=1,...mk=1,...n

sei gleich m. Die Funktion f habe an x° ein lokales Extremum unter den Ne-

benbedingungen g(x) = 0. Dann gibt es Konstanten A1, ..., Ay mit
grad f(x") = A1 grad g1 (x%) + - - - 4+ A\ grad g (x°). (9.36)

Diese Konstanten A\; heiflen Lagrange-Multiplikatoren.

Beispiel: Gesucht sind die Extremwerte der Funktion f(z,y, z) = x4+ y+ z unter
den Bedingungen

g1z, y,2) =" + 9> —2=0,
g2(z,y,2) =x+2—-1=0.

9.1.7.2. FEin weiteres Kriterium fiir Extremwerte unter Nebenbedingungen lie-
fern die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen. E]

9.1.8. Taylorschen Satz. Wir wollen nun den Taylorschen Satz fiir Funk-
tionen mehrerer Verénderlicher (Variablen) verallgemeinern. Dazu fithren wir
zuerst ein paar Notationen ein um den Satz dann in iibersichtlicher Form schrei-
ben zu koénnen.

Definition 9.24. Ein Polynom von n Verdnderlichen ist eine Funktion p :
R™ — R mit
N
p(r1,. .., xn) = Z ak1k2___kn:vlf1 .. xﬁ" (9.37)
k1 ko, k=0
wobei k1, ka, ... kn, N € N und ag,k,. k, € R gilt. Die gréosste der Zahlen ki +
ko + ...+ kn mit ag,ky. k, 7 0 heifit der Grad von p.

Definition 9.25. Gegeben sei der konstante Vektor h = (hi,...,hy,) und ein
k € N. Die Funktion f : R® — R sei aus C*. Dann ist der Differentialoperator
(h-grad f)¥, k > 0 definiert durch

(h-grad f)F(x) :== | Z hjshgy -+ hjy s (x).  (9.38)
J1,J25--:Jk=1 J1 J2 Ik

IDazu siche: http://en.wikipedia.org/wiki/Kuhn_Tucker
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Fiir k = 0 definiert man (h - grad f)%(z) = f(x).

Ubung: Setze n = 2,k = 1,2 und werte obigen Ausdruck aus.

Damit 148t sich nun der Taylorschen Satz fiir Funktionen mehrerer Verédnderli-
cher wie folgt formulieren

Satz 9.26. Gegeben sei eine Funktion f: D — R, D CR" und fiir ein m € N
gelte f € C™ (D). Ferner sei die Verbindungstrecke xx9 der Punkte x,x° in
D enthalten. Dann gilt mit h = x — x°

Z 1' h - grad f) ( 0) + Ry (x, XO). (9.39)

k=

[e=]

Fiir das Restglied R, (x,x°) gilt mit einem 9 € (0,1)

1

R (x,x%) = CES

(h-grad f)™(x° + vh). (9.40)

Fiir m = 0 (also f € C'(X)), erhiilt man fiir ein geeignetes ¥ € (0,1) den
Mittelwertsatz

f(x) = f(x°) + h-grad f(x° + vh). (9.41)

Fiir eine Funktion f(z,y) von zwei Variablen lautet die Taylorsche Formel aus-
geschrieben fiir m = 1

0 0
Fa 4 1y 4) = 0+ 2y (n 2 k2

w3 (0 aﬁ*’“ag) (° + 9h, 50 + Ok) (9.42)

= f(2%9%) + hfe(a®,9°) + kfy (22, 9°)
1
+3 (h? fou (20 + DR, y° + Ok) + 2hk fry (20 + VR, y° + Ok) + k* fy (2° + 90, y° + 9K)) .

Beispiele:
Man entwickle folgende Funktionen nach dem Taylorschen Satz um den Punkt

(1,2)
() flz,y) =23 +zy* + ¢°,
(i) f(z,y) =2 +zy+y* + 1.
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9.1.9. Implizite Funktionen. Betrachtet man eine Gleichung mit den un-
abhéngigen und gleichberechtigten Variablen x und y der Form

F(z,y)=0 (9.43)

so sind diese Variablen nicht mehr unabhéngig voneinander. Es wird aber in
der Regel keine globale Funktion f: R — R geben

y = f(z), (9.44)
sodaf F(z, f(z)) = 0 gilt.
Mithilfe der Kettenregel kann man “lokal” implizite Funktionen auflésen.

Man betrachte die Funktionen F : U — R, U C R? und offen, (z,y) — F(x,y)
und g: I = R, I CR, x+ g(z). Und es gelte mit (z,g(z)) C U

F(z,g9(x))=0 furallexel (9.45)
Differenziert man mithilfe der Kettenregel diese Gleichung nach x so erhélt man
Fy(z,9(x)) + Fy(z, g(2)) g'(z) = 0. (9.46)

Wenn nun Fy(z, g(z)) # 0 ist, ergibt sich somit

Fo(z, 9(x))
/ T 9

9 () = ———F—""==. 9.47
= F (@) 40

Anmerkung: Entsprechend kann nach z(y) aufgelost werden.

Beispiel 1: F(x,y) = 2% + 3% — r?,r € R und somit

y=g(x) =Vr?—a? —r<xz<r, y>0,

F(z,y)=2*+y* —r?=0.

Differenzieren liefert

2z + 294 =0,
’_ /:_EZ -z
v=9 y r2 —x?

Beispiel 2: F(z,y) = 23siny + 2%y? + ™Y + ¢,c € R. Im Gegensatz zum
vorigen Beispiel ist die Gleichung F(x,y) = 23 siny + 22y? + e**¥ 4+ ¢ = 0 auch
lokal nicht explizit nach y auflosbar. Trotzdem kann man ohne Probleme die
Ableitung (Steigung der Tangenten) implizit berechnen. Differenzieren liefert

;o 3a?siny 4 2wy® + eV
y=9= 3 cosy + 2x2y + ety

Dieses Beispiel ldsst sich verallgemeinern. Generell gilt:
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Satz 9.27. Seien U; C R*, Uy C R™ offene Mengen und F : Uy x Uy —
R™, (x,y) — F(x,y) eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei (x°,y") € Uy x
Us ein Punkt, sodaff F(x,y) = 0 und die m x m-Matriz g—l;(xo, y?) invertierbar
ist. Dann gibt es existiert Umgebungen Vi C Uy von x° und Vo C Uy von y°
und eine stetige Abbildung

g:V1—>V2

F(x,g(x)) =0 fir alle x € V7. (9.48)
Ist (x,y) € Vi x Vy ein Punkt mit F(x,y) =0, so folgt'y = g(x).

Fiir die Funktionalmatriz erhdlt man in einer Umgebung von x°

(200) = (Zwewn) (Zeesen).  w)

Anmerkung: (1) Man sagt auch die Abbildung g entstehe durch Auflésung der
Gleichung F(x,y) = 0 nach y.

(2) Im Fall von £k = m = 1 sind % =d, %—i, %—5 die gewohnlichen partiellen
Ableitungen.

9.1.10. Umkehrabbildungen. Der Satz iiber implizite Funktionen ermdoglicht
lokal die Umkehrung von Funktionen in einer Umgebung (die klein genug ist)
eines Punktes, wenn die Funktionalmatrix dort invertierbar ist.

Satz 9.28. Sei U eine offene Teilmenge des R™ und f : U — R" eine stetig
differenzierbare Abbildung, d.h. f € C1(U). Es sei x° € U und y° = £(x°) und

die Jacobi-Matriz sei invertierbar an x°, d.h.
df
det ( ——(x" 0. 9.50
ot (56 # (9.50)

Dann gilt:

Es existiert eine Umgebung V C U von x° und eine Umgebung V' von y°, sodaf
f die Menge V' bijektiv auf V' abbildet und die Umkehrabbildung

g=f1V >V (9.51)
stetig differenzierbar ist. Es gilt

~1
o0 =(56) - 0.52)
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9.2. Ubung
(1) Man zeige, dass die Funktion

% falls (z,y) # (0,0)

flz,y) = {Q falls (x,y) = (0,0).

(a) nicht stetig im Punkt (0,0) ist.
(b) Zeige, dass die partiellen Ableitungen dieser Funktion im Punkt
(0,0) sind 0.

(2) Gegeben sei die Funktion f(x,y) = 22 4+ x cosy. Gesucht ist die Rich-

tungsableitung in Richtung a = %(1, 1)

(a) mit direkter Berechnung,
(b) mit Hilfe des Gradienten.

(3) Die Abbildung f : R? — R3? sei definiert durch
filz,y) = 2° + 47,
fo(z,y) = xy + x cos(2my),
f3(x,y) = 32 + 5y* + x>
Man berechne die Jacobi-Matrix im Punkt (1, —2).
(4) Die Abbildung f : R? — R? sei definiert durch
fi(z,y) = x cosy,
fo(x,y) = xsiny.
Man berechne die Jacobi-Matrix im Punkt (z,y).
()

22— 2
fany) = fcym falls (z,y) # (0,0)

0 falls (z,y) = (0,0).
Man berechne f,(0,0) und fy(0,0).

(6) Man untersuche auf Extremwerte
(a) Man untersuche die Funktion f : R? — R

fley)=zy+z—y+1
(b) Man untersuche die Funktion f: R? — R
f(z,y) = 2® — 122y + 8y°.
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(c) Man untersuche die Funktion f: R? — R

fla,y) = 3ay — 2’y —ay’
Bei (c) bestimme man alle Extremstellen auf M = {(z,y) € R? |z >
0,0<y<3—z}.

(7) (a) Man bestimme die Minima und Maxima von f(z,y,2) = zy?2?
unter der Nebenbedingung g(z,y,2) =x+y+2 =26
(b) Man bestimme das Maximum der Funktion

f@r.wa) =[] 22
j=1
unter der Nebenbedingung g(z1,...,z,) = Z?:1 :1;3 =1
(8) Man entwickle folgende Funktionen nach dem Taylorschen Satz um
den Punkt (2°,4°) = (1,2)

(a) flz,y) =2 +xy® + 4,
(b) f(z,y) =22 +zy+y>+ 1.

(9) Berechne die Umkehrabbildungen
(i) Man betrachte die Funktion f : R? — R?, gegeben durch
y1 = filar,@2) = af,
Y2 = fa(w1,72) = 21 + 72
(ii) (Forster, Analysis 2, Seite 97) Man betrachte die Funktion f :
R x R — R2, gegeben durch
x = fi(r,p) =1 cosp,
y = fa(r,) =7 sinp.






Kapitel 10

Elementare
Z.ahlentheorie

10.1. Teilbarkeit

Definition 10.1. FEin Integritéitsbereich ist ein kommutativer Ring R mit Fins-
element, der nullteilerfrei ist, d. h. aus a-b =0, a,b € R folgt entweder a = 0
oder b = 0.

Das wichtigste Beispiel fiir einen Integritéitsbereich bildet der Ring der gan-
zen Zahlen 7Z auf den wir uns hauptsichlich beschrinken werden. Ein weiters
Beispiel liefert der Ring der Polynome in einer Unbestimmten X {iber einem
Korper K. Er besteht aus allen Polynomen der Form

ap+ a1 X +asX?+ - +a, X", aj €EK,n €N (10.1)

und wird mit K[X] bezeichnet.

Definition 10.2. Es seien a,b € Z (oder allgemeiner Elemente eines Inte-
grititsbereiches). Man nennt a einen Teiler von b, wenn eine Zahl q € 7 exi-
stiert, sodaf$ aq = b gilt. Man schreibt a|b (a teilt b). Teilt a die Zahl b nicht,
schreibt man a f b.

Aus dieser Definition folgen sofort ein paar einfache Regeln:

(i) a0 fiir alle a € Z,
(ii) O]a nur fiir a = 0,
(iii) a|1 nur fir a = £1,
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(iv) a|b und bla nur wenn a = =+b,

(v) £1|a und +ala fir alle a € Z,

(vi) a|b und b|c impliziert alc (Transitivitét),

(vii) alby, ..., alb, impliziert a|(bic1 + - - - bucy) fiir alle ¢1,..., ¢, € Z.

Dies gibt Anlaf} zu folgenden Bezeichnungen

Definition 10.3. (i) Die Zahlen 1 und —1 heiffen Einheiten. Allgemein heifit
ein Element u eines Ringes Einheit, wenn ein v € R existiert mit uv = 1. Die
Menge der Einheiten wird mit R* bezeichnet.

(ii) Zwei Elemente a,b € R\ {0} heiflen assoziiert (a ~ b), falls eine Einheit
u € R existiert mit au = b.

(iii) a heifst echter Teiler von b, wenn alb und a nicht assoziiert zu b ist.

(iv) a heifit trivialer Teiler von b, wenn a Finheit oder assoziiert zu b ist.

Anmerkung: Die Einheiten sind diejenigen Elemente die ein inverses besitzen.
Ubung: Man zeige:

(i) n® + 5n ist durch 6 teilbar.
(ii) 117+ + 12271 ist durch 133 teilbar.

Zur Charakterisierung der echten Teiler a einer ganzen Zahl b kann man sich
auf die positiven Teiler beschrianken.

Definition 10.4. FEine natiirliche Zahl n > 1 heifst Primzahl, falls sie nur
triviale Teiler besitzt.

Man kann eine Primzahl auch als ganze Zahl die genau zwei positive Teiler
besitzt charakterisieren.

Die Liste der ersten fiinf Primzahlen lautet: {2,3,5,7,11}.

Anmerkung: Jede natiirliche Zahl n > 1 besitzt mindestens einen Primteiler.

Satz 10.5. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Annahme: es gibt nur endlich viele Primzahlen {p1,p2,...,p,}. Man
betrachte nun die Zahl b =p; -po----- pn + 1. Diese wire laut Annahme prim,
aber nicht in obiger Liste enthalten, was zu einem Widerspruch fiihrt.

Anmerkung: Es gilt: b=p1 -py----- pn + 1 ist im allgemeinen nicht prim, aber
die primen Teiler von n! + 1 sind grofler als n.

Definition 10.6. FEin gemeinsamer Teiler d wvon endlich vielen Zahlen
ai, az,. ..,
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an heifft grofiter gemeinsamer Teiler von aq, a9, ..., ay, wenn d > 0 und je-
der gemeinsame Teiler von ai,as,...,a, ein Teiler von d ist. Man schreibt
d=ggT(ay,as,...,ay), bzw. d=ged(ay,ag, ..., ay).

Satz 10.7. (Division mit Rest) Zu jedem Paar ganzer Zahlen a,b mit b # 0
gibt es genau ein Paar ganzer Zahlen q,r, das die Bedingungen

a=qgb+r, 0<r<lb (10.2)

erfillt.

r heifit der Rest von a beziiglich der Divison durch b.

Satz 10.8. Zu beliebigen, endlich vielen ganzen Zahlen ai,as,...,a, ¢ibt es
genau einen grofiten gemeinsamen Teiler d und es gilt

d=ggT(a1,as,...,a,) = arc1 + azca + ...+ ancy (10.3)
mit gewissen ganzen Zahlen ci,ca, ..., Cp.
d. h. d kann als eine Linearkombination der Zahlen a1, as,...,a, geschrieben

werden.

Beweis: Korner Seite 4 (Euklidischer Algorithmus) (wird verlangt)

Definition 10.9. Endlich viele ganze Zahlen a1, as, ..., a, heiffen teilerfremd
(relativ prim), wenn d = ggT(ay,as,...,a,) =1 ist.

Nach Satz sind ganze Zahlen aq,aq,...,a, genau dann teilerfremd, wenn
1 eine ganzzahlige Linearkombination von ihnen ist.

Definition 10.10. FEine ganze Zahl d heif§it kleinstes gemeinsames Vielfaches

von endlich vielen Zahlen ai,as,...,a,, wenn folgende Bedingungen erfillt
sind:

(i) d >0,

(i) d ist gemeinsames Vielfaches von ay,az, ..., an, d. h. aild, ..., ayld,

(iii) d teilt jedes gemeinsame Vielfache von aq,as, ..., ay.

Man schreibt d = kgV(aq,az, ..., ay), (bzw. d =1lcm(ay,as,...,ay)).

a1a2

Es gilt: kgV (a1, a3) = ——————.
gilt: kgV(a, az) geT (a1, az)
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10.2. Primfaktorzerlegung

Satz 10.11. (i) Fiir ganze Zahlen a,b,c gilt: Aus albc und (a,b) =1 folgt alc.

(ii) Teilt eine Primzahl ein Produkt von ganzen Zahlen, so teilt sie mindestens
einen Faktor.

Damit kann man nun den Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung zeigen.

Satz 10.12. (i) Jede natirliche Zahl n > 1 ist ein Produkt von Primzahlen.

(ii) Die Zerlegung einer natiirlichen Zahln > 1 in Primfaktoren ist bis auf die
Reihenfolge eindeutig.

Bezeichnet oy, = oy(a) wie oft (Anzahl) die Primzahl p als Faktor in der Prim-
faktorzerlegung von a vorkommt, so kann man a in der Form

a= Hpap (10.4)

schreiben.
Daraus konstruiert man leicht die Menge aller Teiler einer ganzen Zahl.

Ist n eine zusammengesetzte Zahl, dann besitzt sie mindestens einen Primfaktor
kleiner gleich /n.

Zahlen der Form
M,=2" -1,

wobei p prim ist, heiflen Mersenne Zahlen. Bis heute sind 40 Mersennesche
Primzahlen bekannt.

Zahlen der Form
F,=2"+1

heiflen Fermatzahlen. Fy, Fy, F3, Fy sind Primzahlen. F5 ist keine Primzahl und
widerlegte damit Fermat’s Vermutung, daf} alle F;, Primzahlen sind (siehe Scheid
[55] Seite 176).

10.3. Kongruenzen

Satz 10.13. Die lineare diophantische Gleichung
ar +by =c a,b,ceZ (10.5)

ist genau dann lésbar in Z, wenn ggT(a,b)|c. Ist in diesem Fall (xo,yo) eine
spezielle Losung, dann ist

b
{(wo+t =50 - t%) |teZ}  mitd=ggT(a,b) (10.6)
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die Menge aller Lésungen.

Anmerkung: (i) “diophantisch” heifit die Losungen sind ganze Zahlen.
(ii) Eine spezielle Losung berechnet man z. B. mit dem euklidischen Algorithmus
oder Euler-Verfahren, siche Scheid [55] Seite 195.

Beispiel: “Hundert Mafl Korn werden unter hundert Leute so verteilt, dafl jeder
Mann drei Maf, jede Frau zwei Mafi und jedes Kind ein halbes Maf} erhilt.
Wieviele Ménner, Frauen und Kinder sind es?” ( 6 Losungen).

Definition 10.14. FEs sei m eine natirliche Zahl. Eine ganze Zahl a heifit
kongruent zu einer ganzen Zahl b modulo m, wenn m|(a —b). Man schreibt

a=b (modm). (10.7)

Die Zahl m heifit Modul der Kongruenz. Falls m f (a — b) schreibt man a % b
(mod m).

Satz 10.15. Genau dann gilt a =b (mod m), wenn a und b den gleichen Rest
beziiglich der Division durch m besitzen.

Man weist leicht nach, dafl man mit Kongruenzen wie folgt rechnen kann.

Satz 10.16. Aus a =d’ (mod m) und b =¥ (mod m) folgt

a+b=d +V (modm), (10.8)
a—b=d -V (modm), (10.9)
a-b=d b (modm). (10.10)

Anwendung: Aus der Zifferndarstellung einer Zahl a = ag + a1 10 + a910% +
...+ a,10" folgt damit sofort, dal a = (a; + ...+ ay) (mod 3) ist, da 10 =1
(mod 3). D. h. eine Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Ziffernsumme
durch 3 teilbar ist. Weitere Teilbarkeitsregeln findet man z. B. in Scheid [55]
Seite 135.

Nur beim Dividieren (“Kiirzen”) mufl man vorsichtig sein, wie das folgende
Beispiel zeigt: 2-3 =3-4 (mod 6) aber 2 # 4 (mod 6)! Es gilt:

Satz 10.17. Es seien a,b,c € Z und m € N.
(i) Zu a ezistiert eine ganze Zahl a’ mit

ad’ =1 (mod m) (10.11)
genau dann, wenn ggT(a,m) =1 ist.

(ii) Ist ggT(a,m) = 1, so folgt aus ab = ac (mod m) stets b = ¢ (mod m). Ist
dagegen ggT(a,m) # 1, so gibt es Zahlen b,c mit ab = ac (mod m) und b # ¢
(mod m).
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d. h. Kiirzen ist im allgemeinen nicht erlaubt, ausgenommen der Modul m ist
relativ prim.

Satz 10.18. Es seien a,b € Z,m € N. Die Kongruenz
ar =b (mod m) (10.12)
ist genau dann losbar, wenn ggT(a, m)|b. Die Anzahl der Losungen ist ggT(a,m).

Satz 10.19. Aus a =b (mod m) folgt ggT(a,m) = ggT (b, m).

Beispiele: Man bestimme im Falle der Losbarkeit alle Losungen von
(a) 4 =6 (mod 10), (b) 3z =5 (mod 21), (c)2lx =49 (mod 13),
(d) 25z =15 (mod 40).

Wie man mehrere Kongruenzen zu verschiedenen Moduln gleichzeitig 16st, zeigt
der folgende Satz der schon friih in der Kalenderrechnung verwendet wurde.

Satz 10.20. (Chinesischer Restsatz)

Es seien ay,...,ar € Z und my,...,m, € N paarweise teilerfremde natirliche
Zahlen, d. h. ggT(m;, m;) = 1,1 # j. Dann besitzt das System der r Kongru-
enzen

x=a; (mod m;), i=1,...,r (10.13)
genau eine Lisung x modulo m, wobet m = myq ---m,.
Genau dann ist ggT(x,m) = 1, wenn

geT(a;,m;) =1, 1=1,...,r gilt.

Beweis: Korner Seite 13.
Beispiele: Man bestimme eine Losung des Systems

r=1 (mod2), x=2 (mod3), =3 (modb5), =5 (mod7).

Anwendung bei Kartentricks: [35] siehe Seite 84 ff.

10.4. Restklassen

Auf der Menge der ganzen Zahlen ist die Relation gegeben durch (a R b) genau
dann, wenn a = b (mod m) eine Aquivalenzrelation. Diese bewirkt daher eine
Klasseneinteilung. Die Menge der Restklassen modulo m wird mit Z,, bzw.
Z/mZ bezeichnet. Die Menge

{0,1,...,m —1} (10.14)

stellt ein vollstdndiges Reprisentantensystem modulo m dar.
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In Z,, lassen sich Addition und Multiplikation iiber Reprisentanten erkléren.
[a] + [b] :=[a +b]
[a] - [b] := [a - 0]
Mit diesen beiden Verkniipfungen bilden die Restklassen modulo m einen Ring.
Ist der Modul p eine Primzahl so bilden die Restklassen modulo p einen Korper.

Fiir die multiplikative Gruppe (Z/pZ)* schreibt man Fj (field = Korper). Sie
besteht aus (p — 1) Elementen.

Definition 10.21. (i) Die Anzahl aller primen Restklassen modulo m wird mit
w(m) bezeichnet und heifit Eulersche p-Funktion von m.

(ii) Eine Menge, bestehend aus zu m teilerfremden ganzen Zahlen, heif$t redu-
ziertes Restsystem modulo m, wenn sie von jeder primen Restklasse modulo m
genau einen Reprdsentanten enthdlt.

Beispiel: ¢(10) = 4, wobei das Restsystem representiert wird durch {1,3,7,9}.
Zur Berechnung von ¢(m) verwendet man folgenden Satz.

Satz 10.22. Seim € N, m > 1 und m = p{*---p, o > 0,1 < j < r ihre
Primzahlzerleqgung. Dann gilt

p(m) =pi - pr N pr — 1) (pr — D). (10.15)

Beweis: Korner Seite 18.

10.5. Die Sitze von Fermat, Euler und Wilson

Satz 10.23. (Lagrange) Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung ord(G)
(Anzahl ihrer Elemente) und H C G eine Untergruppe. Dann ist ord(H) ein
Teiler von ord(G).

Beweis: Sei g € G ein beliebiges Element. Die Menge
gH :={gh | h € H}

heifit Linksnebenklasse von H. Es ist klar, dafl jede Linksnebenklasse von H
ebenso viele Elemente wie H hat. Weiters gilt fiir zwei Nebenklassen gy H und
g2 H genau einer der beiden Fille

(i) g1H = g2 H oder (i) g1H N g2 H = 0.
Tritt (ii) nicht ein existiert ein a € g1 H N goH, also hy, he € G mit a = g1hy =

g2ho. Daraus folgt gl_lgg = h1h2_1 € H. Sei nun z € g1 H beliebig vorgeben,
dann ist z = g1y mit y € H also

T = gl(gflgg)(hlhgl)_ly = gg(hghfly) € goH. (10.16)
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Damit ist bewiesen, dafl g1 H C goH. Aus Symmetriegriinden folgt auch go H C
g1H. Die Gruppe G ist also die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen
x1H, ..., x,H, woraus folgt ord(G) = r - ord(H). O

Daraus folgt unmittelbar, das Gruppen deren Ordnung eine Primzahl ist keine
Untergruppen besitzen kénnen.

Weitere Folgerungen.

Satz 10.24. Es sei G eine endliche Gruppe und x € G. Dann ist ord(x) ein
Teiler von ord(G).

Denn ord(x) ist gleich der Ordnung der von = erzeugten Untergruppe < a >.

Anmerkung: Es sei a Element einer Gruppe G. Dann heifit die Menge < a >:=
{a™ | n € N} die von a erzeugte Untergruppe von G.

Satz 10.25. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt fiir jedes und x € G
2@ =, (10.17)
wobei 1 das neutrale Element von G ist.
Satz 10.26. (Euler) Fiir m € N und a € Z mit ggT(a,m) =1 gilt
a?™ =1 (mod m). (10.18)

Fiir den Spezialfall, daBl der Modul eine Primzahl ist, ergibt sich hieraus der
Satz von Fermat.

Satz 10.27. (Fermat) Es sei p eine Primzahl. Dann gilt fiir jede nicht durch
p teilbare ganze Zahl a

a® =1 (mod p). (10.19)

Aquivalent dazu ist die Formulierung. Es gilt
a? = a (mod p) fiir alle a € Z und alle Primzahlen p.

Leider gilt nicht der umgekehrte Fall, denn es existieren zusammengesetzte Zah-
len die obige Gleichung erfiillen, d. h. der Satz von Fermat liefert nur eine
notwendige Bedingung fiir Primzahlen.

Eine zusammengesetzte natiirliche Zahl n mit n|(2" — 2) nennt man eine Pseu-
doprimzahl oder auch chinesische Primzahl.

Eine hinreichende und notwendige Bedingung gibt aber der Satz von Wilson.
Satz 10.28. (Wilson) Fiir jede Primzahl p gilt.
(p—1!'=-1 (mod p). (10.20)
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Umgekehrt mufl jede Zahl p > 1, fiir die diese Kongruenz gilt eine Primzahl
sein, denn jeder Teiler ¢ von p mit 0 < ¢t < p teilt (p — 1)!, folglich nach der
Kongruenz auch —1, d. h. es mufl ¢t = 1 sein.

Beweis: Korner Seite 105.

10.6. Das RSA-Kryptographie-Verfahren

Das RSA-Kryptographie-Verfahren wurde von Rivest, Shamir und Adleman
entwickelt. Es ist ein “Public Key Verfahren”, d. h. der zur Chiffrierung ge-
brauchte Schliissel ist 6ffentlich, so daf3 jeder damit Nachrichten verschliisseln
und an den Schliisselinhaber senden kann. Trotz Kenntnis dieses Schliissels ist
die Entschliisselung sehr schwierig. Die Methode beruht darauf, daf§ es viel
leichter ist festzustellen ob eine Zahl prim ist, als sie dann in Primfaktoren zu
zerlegen.

Man wéhle zwei verschieden grofle Primzahlen p und ¢ und bilde ihr Produkt
N = pq. Die multiplikative Gruppe (Z/N)* hat dann die Ordnung ¢(N) =
(p—1)(qg — 1) (vgl. Satz[10.22)). Weiter wihlt man eine zu ¢(N) teilerfremde
Zahl e. Es existiert dann eine Zahl d mit

ed=1 (mod p(N)).

Mit diesen Daten, von denen N und e veroffentlicht werden, dagegen p, q, (V)
und d geheim gehalten werden, kann man auf der Menge Z/N eine Verschliisse-

lung FE bezw. Entschliisselung D wie folgt konstruieren (e ...encryption, d
...decryption).
Verschliisselung

E:7Z/N —Z/N, x> z°. (10.21)
Entschliisselung

D :Z/N — Z/N, x+— z% (10.22)

Es gilt der folgende Satz, der zeigt dal D die Umkehrabbildung von E ist.
Satz 10.29. Mit den obigen Beziehungen gilt

Beweis: Ist x teilerfremd zu N so gilt (z¢)¢ = 2°¢ = 2 (mod N). Ist x nicht
teilerfremd zu N siehe Forster, Seite 123.

Man kann dieses Verfahren im folgenden Schema zusammenfassen:
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1. Ein Benutzer wiahlt zwei grofle Primzahlen p und ¢ und ein Paar von
Zahlen e,d,1 <e,d < (p—1)(q—1), relativ prim zu (p —1)(¢ — 1) mit
ed =1 (mod (p—1)(g—1)).

2. Der Benutzer gibt als 6ffentlichen Schliissel das Produkt N = pq und
e bekannt.

3. Ein Text T wird als Zahl in {0,..., N — 1} dargestellt; falls 7" zu grof}
ist, wird er in Blocke zerlegt.

4. Die Codierung erfolgt mittels

C=T° (mod N), (10.24)
die Decodierung mittels des geheimen Schliissels d durch
D=C? (mod N). (10.25)

Beispiel: (Aigner [110] Seite 250)

Es sei p = 47,q = 59, N = 47 -59 = 2773, (p — 1)(¢ — 1) = 2668. Man wéhlt
d = 157 (Primzahl) und e = 17 mit 17-157 = 1 (mod 2668). Zum Versenden des
Texts nimmt man zum Beispiel: Zwischenraum = 00,4 =01,B =02,...,7Z =
26. Je zwei Buchstaben werden nun zu einem 4-Block zusammengefasst. Aus
dem Text

KOMME MORGEN ZURUECK

wird dann der Text

1115 1313 0500 1315 1807 0514 0026 2118 2105 0311.

Wegen N = 2773 sind alle 4-Blocke Zahlen die kleiner NV sind. Die einzelnen
Blocke T' werden nun gemif 717 (mod 2773) verschliisselt und man erhiilt als
verschliisselte Botschaft (Kryptogramm)

1379 2395 1655 0422 0482 1643 1445 0848 0747 2676.
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10.7. Ubung

(1) Man bestimme die 6 Losungen.
Hundert Mafl Korn werden unter hundert Leute so verteilt, dafl jeder
Mann drei Maf, jede Frau zwei Mafl und jedes Kind ein halbes Maf}
erhélt. Wieviele Ménner, Frauen und Kinder sind es?

(2) Man bestimme im Falle der Losbarkeit alle Lésungen von
(a) 4 =6 (mod 10), (b)3z=5 (mod 21), (c)2lxz =49 (mod 13),
(d) 25z =15 (mod 40).

(3) Man bestimme eine Losung des Systems
x=1 (mod?2), =2 (mod3), =3 (mod5), =5 (mod 7).

(4) Man verwende die Daten aus dem Skriptum bzw. Aigner, Seite 250:
Es sei p =47, = 59, N = 47-59 = 2773, (p — 1)(¢ — 1) = 2668. Man
wéhlt d = 157 (Primzahl) und e = 17 mit 17-157 = 1 (mod 2668). Zum
Versenden des Texts nehme man: Zwischenraum = 00, A = 01, B =

02,...,7Z = 26. Je zwei Buchstaben werden nun zu einem 4-Block zu-
sammengefasst.

(1) Damit verschliissle man folgenden Text:
HEUTE KEINE VORLESUNG
(2) Man entschliissle folgende Botschaft:

1084 0057 2342 2568 1163 2202 0761

Hinweis: Man benutze Mathematica zur Berechnung der Kongruenzen.






Kapitel 11

Differentialgleichungen

11.1. Grundlagen

Angenommen, x(t) beschreibt die Grofle einer Population (z. B. Bakterien) zur
Zeit t. Im einfachsten Fall ist die Zunahme der Population proportional zur
vorhandenen Population, d.h.,

Calt) = pald),

wobei 1 > 0 die Wachstumsrate ist. Diese Annahme ergibt also eine Gleichung,
die eine unbekannte Funktion z(¢) mit ihrer Ableitung verkniipft.

Definition 11.1. Eine Gleichung, die eine reelle Funktion x(t) mit ihren Ab-
leitungen verkniipft,

F(z™(),...,z(t),t) =0,
(mit einer stetigen Funktion F') wird (gew6hnliche) Differentialgleichung
genannt. Wir werden immer davon ausgehen, dass eine Differentialgleichung
nach der hochsten Ableitung aufgelost werden kanmn:

x(n)(t) = f(x(n_l)(t)a 00¢ ,!E(t),t).
In diesem Fuall ist n die Ordnung der Differentialgleichung. Hingt f nicht von t
ab, also ™ (t) = f(x=V(t),...,x(t)), so spricht man von einer autonomen
Differentialgleichung.

FEine Funktion x(t), die die Differentialgleichung erfillt, wird L6sung der Dif-
ferentialgleichung genannt. Meistens sucht man eine Losung auf einem of-
fenen Intervall I, die an einer Stelle tg € I bestimmte Anfangswerte (auch
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Anfangsbedingungen )
x(n_l)(to) = Tn—1, ey x(to) =20

erfillt. Man spricht in diesem Fall von einem Anfangswertproblem.

Beispiel 11.1. Losung einer Differentialgleichung
Zum Beispiel ist

Z'(t) +2tz(t) =0
eine Differentialgleichung erster Ordnung. Die Funktion x(t) = exp(—t?) ist
eine Losung, da o' (t)+2txz(t) = —2t exp(—t?)+2t exp(—t?) = 0. Die Funktion
x(t) = t2 — 1 ist keine Losung, da x'(t) +2tx(t) =2t +2t (1> — 1) =213 # 0
(die Gleichung muss fiir alle t erfiillt sein!).

Im Gegensatz zu gewdhnlichen Differentialgleichungen wird eine Gleichung, die eine Funktion von

mehreren Variablen mit ihren partiellen Ableitungen verkniipft, eine partielle Differentialgleichung
192
c2 ot2
elektromagnetischen Wellen, Schallwellen, etc. beschreibt. Hier bedeutet u(z,t) die Auslenkung am

genannt. Ein Beispiel ist die Wellengleichung %u(z, t) — u(z,t) = 0, die die Ausbreitung von
Ort = zur Zeit ¢ und c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. Partielle Differentialgleichung

sind um ein Vielfaches komplizierter als gewdhnliche, und wir verweisen auf [94].

Das Wachstum unserer Population wird also durch die autonome Differential-
gleichung erster Ordnung /() = px(t) beschrieben. Da wir wissen, dass die
Ableitung der Exponentialfunktion wieder die Exponentialfunktion ergibt, ist
es hier nicht schwer, eine Lésung zu erraten:

x(t) = et

denn 2/(t) = pett = pa(t). Wir konnen diese Losung sogar noch mit einer be-
liebigen Konstante C' € R multiplizieren, z(t) = Cet!, und erhalten wieder eine
Losung. Setzen wir ¢ = 0, so sehen wir, dass z(0) = C' die Anfangspopulation
ist. Fiir eine gegebene Anfangspopulation z(0) = z¢ (Anfangsbedingung) ist
die Losung also

z(t) = zo e
Sie ist fiir 4 = 1.2 und 2(0) = 10 in Abbildung dargestellt.

Haben wir damit schon alle Lésungen gefunden, oder haben wir noch eine iibersehen? Sei z(t) irgend-
eine Losung. Dann gilt 4 (z(t)e ") = o/ (t)e ™t — pa(t)e Ht = (a/(t) — pa(t))e ™t = 0 (da fiir eine
Losung @' (t) = px(t) ist). Da die Ableitung von z(t)e™*! verschwindet, ist dieser Ausdruck konstant:
z(t)e M = xg, d.h., z(t) = xoeH?. Somit ist jede Losung von dieser Form.

Aus praktischer Sicht ist unsere Annahme, dass eine Population unbegrenzt

wachsen kann, unrealistisch. Gehen wir davon aus, dass es eine maximale Grenz-
population gibt, die wir auf x = 1 festsetzen (das entspricht 100%). Dann erhélt
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Abbildung 11.2. Wachstumsgeschwindigkeit f(x) = p (1 — x)z beim logi-
stischen Wachstum.

N~

0

man das logistische Wachstumsmodell

L a(t) = (1~ 2(t))a(r)

Das Wachstum ist proportional zur vorhandenen Population x(¢) und zur ver-
bleibenden Kapazitit 1 —x(t) (Abstand zur Grenzpopulation). Hier ist es nicht
mehr ganz so leicht méglich, die Losung zu erraten. Beginnen wir daher zunéchst
mit einer qualitativen Diskussion. Das heiflt, wir versuchen, qualitative Eigen-
schaften der Losung (z. B. Monotonie, Beschrinktheit, langfristiges Verhalten)
direkt von der Differentialgleichung abzulesen, ohne die Lésung zu kennen.

Schon bei der Integralrechnung haben wir gesehen, dass es Integrale gibt, die nicht mit den uns
bekannten Funktionen gelost werden kénnen. Bei den Differentialgleichungen ist es noch viel schlimmer,
denn eine Losung kann nur in wenigen Spezialfillen explizit angegeben werden. Trotzdem ist es oft

moglich, wichtige Eigenschaften der Losung direkt von der Differentialgleichung abzulesen.

Dazu zeichnen wir zunéchst die rechte Seite f(x) = (1 — )z unserer Differen-

tialgleichung (siehe Abbildung [11.2)). Es handelt sich um eine Parabel mit den

beiden Nullstellen z = 0, x = 1 und dem maximalen Wert % bei z = %

Die Differentialgleichung lautet also % = f(z) mit f(z) = p (1 — x)z. Per Definition ist f(x) somit

gerade die zeitliche Anderung (Ableitung) von 2. Am Vorzeichen von f fiir eine bestimmte Population

z kénnen wir daher ablesen, ob die Population hier monoton wichst (f(z) > 0) oder fillt (f(z) < 0).
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Abbildung 11.3. Logistisches Wachstum z’(t) = (1 —x(¢))z(t) mit z(0) =
0.2 bzw. z(0) = 1.2.

Wenn wir mit einer Population starten, die kleiner als die Grenzpopulation ist,
x(0) = xo < 1, so gilt f(zp) > 0. Unsere Population nimmt also zu (sieche Ab-
bildung links). Je n#her sie der Grenzpopulation kommt, umso langsamer
wichst sie (f ist zwar positiv, wird aber immer kleiner — siehe Abbildung .
Die Grenzpopulation (Nullstelle von f) wird daher erst im Grenzwert fiir t — oo
erreicht.

Starten wir analog mit einer Anfangspopulation, die grofler als die Grenzpopu-
lation ist, x¢g > 1, so ist f hier negativ. Die Population nimmt daher monoton
ab und konvergiert wiederum fiir ¢ — oo gegen die Grenzpopulation (siehe

Abbildung rechts).

Beispiel 11.2. Logistisches Wachstum mit Ernte

Eine bestimmte Pilzkultur vermehrt sich nach dem logistischen Wachstumsmo-
dell. Angenommen, es wird kontinuierlich eine Pilzmenge h > 0 pro Zeiteinheit
geerntet. Was ist die optimale Erntemenge h?

Loésung: Um diese Situation zu modellieren, miissen wir die Ernterate h als
zusétzlichen Term auf der rechten Seite der logistischen Differentialgleichung
abziehen:

%az(t) =p (1l —x(t)z(t) — h.

Geometrisch bedeutet das, dass die urspriingliche Parabel um h nach unten
verschoben wird. Je nachdem, wie grof3 h ist, wie weit die Parabel also nach
unten verschoben wird, gibt es zwei, eine oder keine Nullstelle der Parabel
fr(x) = p(1—2)x — h. An einer Nullstelle von f besteht, wie zuvor, ein Gleich-
gewicht zwischen Pilzvermehrung und Ernte (die zeitliche Anderung der Pilz-
menge ist null).

e Fiir 0 < h < 4§ gibt es zwei Nullstellen der Parabel (siche Abbil-

dung [11.4).
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fu(z)

o
8

Abbildung 11.4. Wachstumsgeschwindigkeit beim logistischen Wachstum
mit Ernte.

Links von der ersten Nullstelle ist fj,(x) negativ. Wenn die An-
fangspopulation also hier liegt, nimmt die Population monoton ab, bis
sie ausgestorben (z = 0) ist.

Zwischen den beiden Nullstellen ist fj,(z) positiv. Startet die Po-
pulation in diesem Bereich, so wird sie daher zunehmen und gegen die
Population, die durch die zweite Nullstelle von f gegeben ist, konver-
gieren.

Starten wir rechts von der zweiten Nullstelle, so ist fj,(z) wieder
negativ. Die Pilzmenge wird abnehmen und gegen die zweite Nullstelle
von f konvergieren. Die Richtung, in die sich die Pilzmenge z(t) &ndert,
ist in Abbildung durch Pfeile angedeutet.

e Fiir h = 4 fallen beide Nullstellen bei z = % zusammen. Ist die Po-
pulation zu Beginn kleiner als z = %, so nimmt die Pilzkultur ab, bis
sie irgendwann ausgestorben ist (d.h., x = 0 erreicht ist). Starten wir
mit einer Population grofler als x = %, so nimmt sie ebenfalls ab, bis
x = % erreicht ist.

e Fiir h > § sind alle Nullstellen verschwunden und fj(z) ist iiberall

negativ. Egal, wo wir starten (d.h., wie viele Pilze zu Beginn vorhanden
sind), die Population nimmt bei dieser Ernterate h immer ab, bis sie
ausgestorben ist.

Diese Uberlegungen zeigen, dass h = & die aus theoretischer Sicht optimale
(maximale) Ernterate ist. Praktisch gesehen gibt es dabei aber noch ein kleines
Problem: Wie wir uns iiberlegt haben, konvergiert die Pilzmenge z(t) fiir die
Ernterate h = £ gegen die Nullstelle % (falls die Anfangspopulation rechts davon
liegt). Sie wird also nach einiger Zeit beliebig nahe bei % liegen. Gibt es nun
eine kleine Storung und die Pilzmenge sinkt unter %, so nimmt sie in Folge ab

und stirbt aus! Die Losung ist also instabil.

Wiéhlen wir h < &, so gibt es, wie wir oben {iberlegt haben, den stabilen Be-
reich rechts von der linken Nullstelle: Wenn die Anfangspopulation irgendwo
in diesem Bereich liegt, so wird sie (auch bei kleinen Stérungen) immer zur
rechten Nullstelle konvergieren. Deshalb ist eine Ernterate knapp unter 4 aus

praktischer Sicht zu bevorzugen. O
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Ist es nicht ziemlich beachtlich, was man alleine von der Differentialgleichung iiber die Lésung ablesen

kann, ohne die Losung zu kennen!

Analog kann eine beliebige autonome Differentialgleichung erster Ordnung be-
handelt werden:

Satz 11.2. Gegeben ist die autonome Differentialgleichung erster Ordnung

d
Zalt) = (o (t)

mit einer differenzierbaren Funktion f. Dann gibt es zu jeder Anfangsbedingung
xz(0) = =z eine eindeutige Lisung, die in einem offenen Intervall um t = 0
definiert ist. Fur diese gilt:

(a) Ist f(xzo) =0, soist x(t) = xo fir alle t. D.h., wenn wir bei einer Null-
stelle von f(x) starten, so bleibt die Lisung fiir alle Zeiten konstant
gleich diesem Wert.

(b) Ist f(xo) # 0, so konvergiert x(t) gegen die erste Nullstelle links
(f(zo) < 0) bzw. rechts (f(zg) > 0) von xg. Gibt es keine solche
Nullstelle, so konvergiert die Losung gegen —oo bzw. co.

Punkt a) entspricht im Erntebeispiel dem Fall, dass gleich viel geerntet
wird wie nachwéchst. Bei dieser Populationsgrofie ist also ein Gleichgewicht
vorhanden:

Definition 11.3. Die Nullstellen von f(z) heiffen Fixpunkte oder Gleichge-
wichtslagen der Differentialgleichung. Fin Fixpunkt xo heifft asymptotisch
stabil, falls es ein offenes Intervall um xg gibt, sodass alle Losungen, die hier
starten, fiir t — oo gegen xg konvergieren.

Beispiel: Fiir die logistische Gleichung f(z) = u (1—2z)x ist xg = 1 asymptotisch
stabil.

Im Erntebeispiel ist, wie wir oben iiberlegt haben, fiir h < % die rechte Nullstelle asymptotisch
stabil. Das wird durch die beiden Pfeile bei dieser Nullstelle in Abbildung angedeutet. Die Ablei-
tung von f ist an dieser Nullstelle negativ. Allgemein kénnen wir am Vorzeichen der Ableitung von f

am Fixpunkt ablesen, ob dieser asymptotisch stabil ist oder nicht:

Satz 11.4. Eine Gleichgewichtslage xq ist asymptotisch stabil, falls f'(x¢) < 0.
Ist f'(xg) > 0, so ist die Gleichgewichtslage xo nicht asymptotisch stabil.

Beispiel: Fiir die logistische Gleichung gilt f'(1) = —u < 0.

Versuchen wir nun aber doch, die Losung der logistischen Differentialgleichung
zu finden.
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Beispiel 11.3. Logistisches Wachstum
Liosen Sie die logistische Gleichung x'(t) = px(t)(1 — z(t)).

L6sung: Bringen wir zunéichst alle z(t) auf die linke Seite, so lautet die Diffe-
rentialgleichung
a'(t)
—
z(t)(1 —x(t))

Integrieren wir nun auf beiden Seiten von 0 bis t,

/ot x(s)(ﬁl(j)us))ds - /ot“ds’

und substituieren y = x(s), so erhalten wir

/m(t) dy
S
v Y1 —y) a

Verwendet man die Partialbruchzerlegung
1 1 1

- =4
yl—-y) vy 1-y

so kann das Integral leicht gelost werden:

)

log(zx(t)) — log(1 — x(t)) — log(o) + log(1 — ) = log W B

Auflésen nach z(t) ergibt schliefflich
xoett

) = ———.
ﬂf( ) 1—|—x0(e“t—1)

Die Losung ist fiir 4 = 1 und fiir g = 0.2 bzw. g = 1.2 in Abbildung
dargestellt. O

Beachten Sie, dass das qualitative Verhalten von der expliziten Losung schwerer
als von der Differentialgleichung selbst abgelesen werden kann!

Satz 11.5 (Separation der Variablen). Die Ldsung der Differentialgleichung

Lalt) = F@@)g0),  alto) =20

kann durch Auflésen von
z(t) d t
5=
—— = [ g(s)ds
/:l‘g f(y) to

nach xz(t) erhalten werden. Man spricht auch von Trennung der Variablen
und nennt die Differentialgleichung separierbar (oder trennbar ).
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Wir haben hier die Integrationsvariablen ¢y bzw. s genannt, um eine Verwechs-
lung mit den Integrationsgrenzen zu vermeiden. Ist keine Anfangsbedingung
gegeben, so kann auf beiden Seiten unbestimmt integrieren werden. Es reicht
dabei, die Integrationskonstante auf einer Seite zu beriicksichtigen.

Der Name ,,Trennung der Variablen“ kommt daher, dass von der Differentialgleichung ‘;—f = f(x)g(t)

alle Terme mit x auf die eine Seite und alle Terme mit ¢ auf die andere Seite des Gleichheitszeichens
dz

gebracht werden. Formal kénnen wir dabei %7 wie einen gewthnlichen Bruch behandeln. Wir erhalten
dann: J
o
—— =g(t)dt
f(@)

Danach werden beide Seiten integriert, die linke nach z, die rechte nach t.

Separation der Variablen
Losen Sie die Differentialgleichung

dzgt) =2+/z(t), x(0)=uz9>0.

Geben Sie speziell die Losungen fiir die Anfangsbedingungen
a) o = 3 und b) xg = 0 an.

Die Differentialgleichung ist separierbar, denn es ist moéglich, alle z-Terme auf
die eine Seite zu bringen (f(z) = 2y/x) und alle ¢-Terme auf die andere Seite
(die t-Terme sind hier konstant: g(t) = 1):

dx
—— =1-dt.
2z

Nun fiigen wir auf beiden Seiten das Integralzeichen hinzu (und nennen die In-
tegrationsvariablen y bzw. s, weil « bzw. t fiir die Integrationsgrenzen vergeben

sind),
x(t) d t
/ Y ds,
xQ 2\/@ 0
integrieren links und rechts,

Vall) - yag =t -0,

und 16sen nach z(t) auf:

z(t) = (t+/70)?, x0 > 0.

Setzen wir nun konkrete Anfangswerte x( ein:

a) Fiir die Anfangsbedingung xg = 3 erhalten wir die Losung z(t) = (t + v/3).
b) Fiir die Anfangsbedingung ¢ = 0 erhalten wir die Losung x(t) = t2. Fiir
diesen Anfangswert gibt es eine spezielle Situation: Da xg = 0 ein Fixpunkt ist,
ist auch z(t) = 0 eine Losung (vergleiche Satz . Es gibt also zur Anfangs-
bedingung zo = 0 mehrere Losungen. Das liegt daran, dass unsere Funktion
f(x) = y/z bei 0 nicht differenzierbar ist. Fiir stetig differenzierbares f gibt es
immer eine eindeutige Losung;:
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Satz 11.6 (Picard-Lindelof). Es sei f stetig differenzierbar. Dann hat die Dif-
ferentialgleichung

2™@) = fEVE), - - 2(2), 1)
zusammen mit den Anfangsbedingungen
l'(n_l) (to) = Tn—1, P .T(to) = X0

fiir jede Wahl der Anfangswerte x,_1,...,xq eine eindeutige Losung, die in
einem offenen Intervall um to definiert ist.

Dieser Satz wurde zuerst vom finnischen Mathematiker Ernst Leonard Lindelof (1870-1946) bewie-
sen. Der moderne Zugang formuliert das Problem als Fixpunktgleichung, die mit Iteration und dem
Banach’schen Kontraktionsprinzip gelost werden kann. Diese Picard-Iteration geht auf den franzosi-
schen Mathematiker Charles Emile Picard (1856-1941) zuriick. Der Satz von Peano (benannt nach
Giuseppe Peano, italienischer Mathematiker, 1858-1932) besagt, dass es zumindest eine Lsung gibt,

wenn f stetig ist.

Die allgemeine Lésung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung héngt von
n Parametern ab. Aus der allgemeinen Losung erhélt man jede Losung der Dif-
ferentialgleichung durch geeignete Wahl dieser Parameter. Insbesondere wer-
den die Parameter durch die Vorgabe von n Anfangsbedingungen eindeutig
bestimmt. Fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung muss man also nur
einen Anfangswert z(tg) = zo vorgeben, um die Losung eindeutig festzulegen.
Fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung benétigt man den Funktions-
wert x(tg) = xo und die Ableitung 2’'(t9) = x1 zum Anfangszeitpunkt t, etc.
Wé&hlt man fiir die Anfangsbedingungen (bzw. die Parameter) konkrete Zahlen-
werte, so spricht man von einer speziellen Losung der Differentialgleichung.
In Beispiel haben wir zunichst die allgemeine Losung berechnet, die vom
Parameter zg abhidngt. Danach haben wir die speziellen Losungen zu den An-
fangswerten xog = 3 bzw. g = 0 berechnet.

Auch wenn f auf ganz R™*! definiert ist, kann es sein, dass die Losung nur
lokal, d.h. in der N&ahe von %, existiert.

Separation der Variablen
Losen Sie das Anfangswertproblem

o' (t) = 2(t)?,  2(0) = xo.

Loésung: Wir trennen die Variablen,

dx

= =,
.Z'2
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schreiben das Integral an,

x t
[ [
woy 0

und integrieren beide Seiten

1 1
———=t-0.
xog T
Auflésen nach x ergibt
2(t) = —20
1-— i) t '

Da die Losung bei t = % eine Polstelle hat, ist die Losung nicht fiir alle ¢ € R
definiert. Wenn zg > 0 ist, so ist das maximale offene Intervall, auf dem die
Losung definiert werden kann, gleich (—oo, wio) Das ist in Abbildung flir
xg = 2 dargestellt. Ist hingegen xg < 0, so lebt die Losung auf dem offenen

Intervall (%, 00).

Abbildung 11.5. Die Losung des Anfangswertproblems '(t) = x(t)?,
z(0) = 2 ist auf dem offenen Intervall (—oo, 1) eindeutig definiert.

Natiirlich ist z(t) eine Losung fiir alle ¢t # % Wenn die Lésung aber bei xg > 0 startet, dann

verschwindet sie bei ¢t = % im Unendlichen, und die Werte der Losung fiir ¢ > % haben damit
keinerlei praktische Bedeutung mehr. In Abbildung hat also die Lésung fiir ¢ > % keine praktische

Bedeutung. Analoges gilt fiir zg < 0.

Im Fall zp = 0 gilt z(¢) = 0 und die Losung existiert fiir alle ¢t € R. O

11.1.1. Anwendung: Parabolspiegel. Wir bringen ein interessantes Bei-
spiel aus der Telekommunikation, das zeigt, wie Differentialgleichungen bei der
Modellbildung in der Technik eingesetzt werden. Auflerdem zeigt es, dass es in
der Praxis schnell kompliziert werden kann.

Falls Sie sich schon immer gefragt haben, warum die Satellitenschiissel auf Threm Dach die Form eines

Paraboloids hat, finden Sie hier die Antwort.

Wir wollen die optimale Form eines Spiegels, der geradlinig einfallende Strahlen
in einem Punkt fokussiert, bestimmen.
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Damit kénnte eine Antenne gemeint sein, die elektromagnetische Wellen einer weit entfernten Quelle
(z. B. eines Satelliten im All) aufféingt, oder auch ein Scheinwerfer, der Licht von einem Punkt (dem

Gliithfaden) moglichst geradlinig aussendet.

Wir wihlen unser Koordinatensystem so, dass die Strahlen in y-Richtung einfal-
len und im Ursprung fokussiert werden. Da das Problem rotationssymmetrisch
um die y-Achse ist, reicht es, das Profil des Spiegels in der z,y-Ebene zu be-
stimmen. Wir suchen also das Profil y(z).

Angenommen, ein Strahl trifft im Punkt (z,y) auf den Spiegel. Dann wird er
dort reflektiert und in den Ursprung (0, 0) weitergeleitet (sieche Abbildung|11.6)).

Das Reflexionsgesetz der geometrischen Optik besagt, dass der Winkel zwischen

Y

Abbildung 11.6. Fokussierung eines einfallenden Strahls durch einen Parabolspiegel.

einfallendem Strahl und der Tangente an den Spiegel gleich dem Winkel zwi-
schen dem reflektierten Strahl und der Tangente sein muss (,, Einfallswinkel ist
gleich Ausfallswinkel“). Aus der Vektorrechnung wissen wir, dass das genau
dann der Fall ist, wenn das Skalarprodukt der entsprechenden Einheitsvektoren
gleich ist

Der Einheitsvektor des einfallenden Strahls ist (0, —1), der Einheitsvektor des
reflektierten Strahls ist L_(—z,—1) und der Einheitsvektor der Tangente

Va2+y?
ist m(l,y’ ). Somit erhalten wir (der Faktor \/ﬁ kann auf beiden

Seiten gekiirzt werden)

() (o) = 6)- ()

oder, ausmultipliziert,

1 / /
———(+y) =y
\/$2+y2( )

Losen wir nach 4 auf, so erhalten wir die Differentialgleichung

) T T Vel +yi4+y a2 +yi4y

Yy = = =z
Vit -y arrR oyt ey (@2 4y -y
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.'IZ‘2+ 2+ 2
RN T
X x x

Diese Differentialgleichung ist zwar nicht separierbar, aber da auf der rechten

Seite nur £ vorkommt, bietet es sich an, die neue Funktion

u(x) = ==, x>0,

/
/ Yy (Z’) y(x> . l / . y(x)
W)= B2 T - (@) - L)
erhalten wir aus der Differentialgleichung fiir y folgende separierbare Differen-
tialgleichung fiir w:
1
'U/ = ;(\/ 1 +U2)
Es bleibt also folgendes Integral zu 16sen:

/ du / dx
V1+u? T
Das rechte Integral kennen wir, das linke miissen wir entweder in einer For-

melsammlung nachschlagen oder dem Computer vorwerfen. Als Ergebnis erhal-
ten wir

arsinh(u) = log(x) + C,

wobei arsinh(u) die Umkehrfunktion des Sinus hyperbolicus sinh(z) = $(e® —
e~ ") ist.

Sie konnen das iiberpriifen, indem Sie arsinh’(u) = \/% mithilfe der Ableitungsregel fiir die Um-
u

kehrfunktion nachrechnen.

Um den arsinh(u) loszuwerden, nehmen wir beide Seiten als Argument des sinh
und erhalten

u = sinh(log(x) + C) = }(eC:c — L)

2 eCx
Hier haben wir zuletzt den sinh geméf seiner Definition mit der Exponential-
funktion ausgedriickt. Kiirzen wir e“ = a ab, so sehen wir, dass die optimale

Form durch die Parabel

y(z) = zulz) = % <ax2 _ 1)

a

gegeben ist.



11.2. Lineare Differentialgleichungen 325

11.2. Lineare Differentialgleichungen

Die meisten Differentialgleichungen kénnen zwar nicht explizit gelost werden, wie aber schon bei den
Rekursionen gibt es eine wichtige Klasse von Differentialgleichungen, nédmlich lineare mit konstanten
Koeffizienten, bei denen das doch geht. In der Tat sind lineare Rekursionen und lineare Differential-
gleichungen analog zu behandeln. Falls Sie lineare Rekursionen schon kennen, werden Sie daher einige

Déja-vu-Erlebnisse haben.

Definition 11.7. FEine Differentialgleichung der Form
M) = Zc ) +g(t) (11.1)

= cn_l(t)x@*l) () + cn—a ()™ 2 () + - - + co(t)x(t) + g(t)

heift lineare Differentialgleichung (n-ter Ordnung). Ist g(t) = 0 fir alle
t, so nennt man die Differentialgleichung homogen, ansonsten inhomogen.
Dementsprechend heif$t g(t) auch inhomogener Anteil der Differentialglei-
chung. Hingen die Koeffizienten c;(t) nicht von t ab, so spricht man von kon-
stanten Koeffizienten.

Eine lineare Differentialgleichung ist genau dann autonom, wenn sie konstante Koeffizienten hat und
der inhomogene Anteil g(t) nicht vorhanden oder zumindest konstant ist.

Fir eine lineare Differentialgleichung kann die Aussage des Satzes von Picard-Lindeldf verbessert
werden: Sind die Koeffizienten c;(t) stetig auf R, so existiert eine eindeutige Losung des Anfangswert-

problems fiir alle t € R.

Da man lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ohne Pro-
bleme 16sen kann, ist es wichtig, sie mit einem Schlag erkennen zu kénnen:

Lineare Differentialgleichung
Klassifizieren Sie die Differentialgleichung:

a) o' (t) = 3a(t) — t* b) 2"(t) = 2'(t) + x(t)? c) y"(z) = V2y(z)
d) y"(z) =4/ (z) + 2°y(2) ) f'(t) = (1 f'(1)f(?)

Losung

(a) linear, inhomogener Anteil g(t) = —t2, konstanter Koeffizient cq = 3;
die Ordnung ist 1

(b) nicht linear, da x(t)? vorkommt; Ordnung 3

(¢) linear, homogen, Koeffizienten ¢; = 0, ¢y = v/2 sind konstant; Ordnung
2

(d) linear, homogen; keine konstanten Koeffizienten, denn ¢y héngt von x
ab: co(z) = 23, ¢; = 4; Ordnung 2
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(e) nicht linear, da das Produkt f/(t)f(¢) vorkommt

0

Folgendes Problem fiihrt zum Beispiel auf eine lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten: Betrachten Sie die Reihenschaltung bestehend aus ei-

©

Abbildung 11.7. RLC-Schwingkreis

nem ohmschen Widerstand R, einem Kondensator mit Kapazitdt C' und einer
Spule mit Induktivitdt L in Abbildung Nach der ersten Kirchhoff’schen
Regel flieit durch alle Bauteile der gleiche Strom I(¢). Nach der zweiten Kirch-
hoff’schen Regel ist die Summe der Spannungsabfiille an den Bauteilen gleich
der von der Spannungsquelle produzierten Spannung:

U(t) =Ug(t)+ Uc(t) + UL(t). (11.2)
Fiir den Widerstand gilt nach dem Ohm’schen Gesetz
Ur(t) = RI(t).
Fiir die Spule gilt nach dem Induktionsgesetz
d

UL(t) = Lﬁl(t)v

und fiir den Kondensator
1
t) = —=QI(t

wobei Q(t) die elektrische Ladung am Kondensator ist. Da der Strom per De-
finition gleich der Ladungsédnderung ist, I(t) = %Q(t), erhalten wir folgende
Differentialgleichung fiir die Ladung am Kondensator:

d? d 1
L25QU) + R QM) + 4Q(0) = U (). (11.3)
Durch Differenzieren beider Seiten ergibt sich die Differentialgleichung
d? d 1 d
L@I(t) + R%I(t) + 6[(15) = %U(t) (11.4)

fiir den Strom.
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Beispiel 11.4. Ladevorgang eines Kondensators
Losen Sie die Differentialgleichung fiir die Ladung eines Kondensators

REQ() + 5Q() = Uo (11.5)

durch eine Gleichspannung U(t) = Uy (Fall ohne Spule: L = 0). Berechnen
Sie die Ladung Q(t) am Kondensator, falls der Kondensator zur Zeit t = 0
ungeladen ist. Welche Ladung stellt sich langfristig am Kondensator ein (was
ist also limy_00 Q(t))?

Losung: Die Differentialgleichung ist separierbar:
dQ
U 1

P 7ol

Wir kénnen, wie im letzten Abschnitt, die Losung berechnen, indem wir beide

Seiten integrieren (rechts von 0 bis ¢ und links von der Anfangsladung Q(0) = 0
bis zur Ladung Q(t) zum Zeitpunkt ¢):

Q(t) d t
/ T 1 i — = / ds
0 R RCY 0

bzw., nach der Integration,

e (e (% - 1L 0) e (2)) =

Durch Umformen,

= dt.

1 t
log <1 — UOCQ(t)) Yok

und Auflésen nach Q(t) erhalten wir die Losung

Q(t) = UpC(1 — e RC). (11.6)
Sie nihert sich exponentiell der maximalen Ladung UyC': lim; o Q(t) = UpC
(siehe Abbildung [11.8]). O
FQ(1)
Uy C
RC’ T T T T ‘t

Abbildung 11.8. Aufladung eines Kondensators

Den einfachsten Fall einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung mit konstantem Koeffizient, z'(t) = cx(t), kénnen wir also leicht durch



328 11. Differentialgleichungen

Separation der Variablen 16sen: z(t) = x(0)e“. Auch fiir die zugehérige inho-
mogene Differentialgleichung lasst sich die Lésung finden:

Satz 11.8. Die Losung der linearen Differentialgleichung erster Ordnung
'(t) = ca(t) + 9(t)
15t

t
z(t) = x(tg)et tt0) +/ et g(s)ds. (11.7)

to

Wieder kénnen Sie die Probe durch Differenzieren machen und so tiberpriifen,
ob das in der Tat die Losung ist!

Es kann sogar die allgemeine lineare Differentialgleichung erster Ordnung (ohne konstante Koeffizien-
ten)
z'(t) = c(t)z(t) + g(t)

gelost werden:

t
z(t) = C,;(,50)60(75)*0(%) + eC(t)*C<S)g(s)ds7
to

wobei C(t) = [ c(t)dt eine Stammfunktion von c(t) ist. Machen Sie wiederum die Probeﬂ

Beispiel 11.5. Kondensator im Wechselstromkreis

Losen Sie die Differentialgleichung fiir einen Kondensator im Wechselstrom-
kreis mit einer sinusformigen Spannungsquelle U(t) = Uy cos(wt):

d 1 d

R&I(t) + 6[(7&) = @U(t) = —wUp sin(wt). (11.8)
Losung: Wir werden diese Gleichung nicht direkt 16sen, sondern einen in der
Elektrotechnik iiblichen Trick anwenden. Dazu ersetzen wir formal die Wechsel-
spannung U (t) = Uy cos(wt) durch U(t) = Upe™! (,komplexe Spannung®). Auf
der rechten Seite der Differentialgleichung steht dann also die Ableitung davon:

R%I(t) + %I(t) = %U(t) = iwlpe™".

Wir 16sen diese Differentialgleichung (die Rechnung wird nun um einiges einfa-
cher!) und nehmen von der erhaltenen (komplexen) Losung den Realteil. Das
ist dann die Losung der urspriinglichen Differentialgleichung mit Spannung

U(t) = Up cos(wt)!

Warum? Aufgrund der Euler’schen Formel
et = cos(wt) + isin(wt)
ist die gegebene Spannung gerade der Realteil der formalen komplexen Spannung:
Upe!t = Uy cos(wt) + iUp sin(wt).

IDie Losung der inhomogenen Differentialgleichung erhélt man mit der Methode der “Variation
der Konstanten” (siehe [97]).
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Indem wir die Differentialgleichung mit der komplexen Spannung l6sen, 16sen wir zwei Differentialglei-
chungen simultan: einmal fiir die Spannung U (t) = Up cos(wt) (Realteil der Rechnung) und einmal fiir

die Spannung U(t) = Up sin(wt) (Imaginérteil der Rechnung).

Die Losung der Differentialgleichung mit komplexer Spannung kann wie im
reellen Fall erhalten werden, und auch die Formeln fiir das Differenzieren und
Integrieren &ndern sich nicht. Wir kénnen also so rechnen, als ob wir es mit
reellen Funktionen zu tun hétten. Losen wir zunéchst nach der Ableitung auf:

le()
I/ — _71 1wt
RC "R
Nach Satz gilt nun
t i U .
I(t) = I(O)e_% —|—/ o~ 76 0 giws g
0

— [(0)e 7o 4 Wl

t
t s .
e RC / eRC TIWS (g
0

= I(O)e*% + MRUO  R—— 1+ e RC (eﬁﬂ“’t — 1)
RC 1w

= <I(O) - ?) e RC + lg’ e, (11.9)

wobei wir die in der Elektrotechnik iibliche Abkiirzung

1
Z=R-i—
le

(Impedanz) eingefiihrt haben.

Diese Gréfle Z¢ = 7ii kann formal als Widerstand des Kondensators aufgefasst werden.

Wegen —R—lc < 0 klingt e~ RO exponentiell ab. Daher ist nach kurzer Zeit nur
noch der zweite Anteil der Losung sichtbar:

() ~ %U(t).

Um die Losung unseres urspriinglichen Problems zu erhalten, nehmen wir nun
davon den Realteil. Dazu schreiben wir Z = |Z|e'?, dann gilt

Uo Uo U
. —LRe(el@=¥) — t— ).
Ziee® ) T ) T g et o)
Der Kondensator bewirkt also eine zusétzliche Phasenverschiebung um den
Winkel ¢ des Stroms gegeniiber der Spannung.

Re(I(t)) = Re(

iwt)

Indem wir fiir den Kondensator formal den Widerstand Zo eingefithrt und gemeinsam mit R zur
Impedanz Z zusammengefasst haben, konnen wir U = ZI schreiben, was an das Ohm’sche Gesetz
erinnert.
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Der Realteil R der Impedanz Z = R — i% wird auch als Wirkwiderstand und der Imaginérteil %

als Blindwiderstand bezeichnet. Der Absolutbetrag |Z| = y/R2 + w21C’2 heifit Scheinwiderstand.
(Il

Kommen wir nun zu linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Begin-
nen wir mit der homogenen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten,

2"(t) = 12 (t) + coz(t).
Um die allgemeine Losung zu finden, miissen wir ein wenig ausholen.

Eine wichtige Eigenschaft homogener linearer Differentialgleichungen (beliebi-
ger Ordnung) ist, dass das Vielfache einer Losung, sowie die Summe zweier
Losungen, wieder Losungen sind. Ist die Ordnung zwei, so reichen zwei Losun-
gen aus, um alle weiteren Losungen anzugeben:

Satz 11.9 (Superpositionsprinzip). Sind z1(t) und x2(t) zwei Liosungen der
homogenen linearen Differentialgleichung

2" (t) = c17'(t) + coz(t),
und ist keine Ldsung ein Vielfaches der anderen, so ldsst sich jede Losung als
Linearkombination
kla:l(t) a4k kgxg(t)
dieser beiden Losungen schreiben. Die Konstanten ki und kg konnen aus den
Anfangsbedingungen bestimmt werden.

Das Superpositionsprinzip gilt auch fiir homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
nicht-konstanten Koeffizienten, z.B. z'/(t) = c1(¢)z’ (t) + co(t)z(t). Es besagt, dass die Losungen einen

Vektorraum der Dimension n bilden (der von n linear unabhingigen Losungen aufgespannt wird).

Wenn wir also zwei spezielle Losungen der homogenen Differentialgleichung
kennen, die nicht Vielfache voneinander sind, so haben wir damit bereits die
allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung gefunden.

Wie iiberpriift man, ob zwei Losungen linear unabhénging sind? Seien z1,z2 zwei Losungen, dann

bildet man die Losungsmatrix

<=6 560
Die Determinante der Losungsmatrix det(X (¢)) heit Wronskideterminate. Ist die Wronskidetermi-
nate fiir einen Wert to ungleich 0, so ist sie es fiir alle Werte und die beiden Lésungen sind linear
unabhéinging.
Dies lasst sich auch auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung und Systeme von Differentialgleichungen
verallgemeinern. Nach dem Satz von Liouville erfiillt die Wronskideterminate eine lineare Differential-

gleichung 1. Ordnung (siehe [97]).
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Wie finden wir nun zwei geeignete spezielle Losungen der homogenen Differentialgleichung? Dazu
setzen wir den Ansatz x(t) = e (mit einem ), das wir bestimmen méchten) in die homogene
Differentialgleichung
z(t) = 12 (t) + cox(t)
ein: A2eM = ¢y AeM 4 cpert. Kiirzen wir nun auf beiden Seiten durch e, so sehen wir, dass der Ansatz
x(t) = e* genau dann eine Losung der homogenen Differentialgleichung ist, wenn A die so genannte
charakteristische Gleichung
)\2 =ciA+co

erfiillt. Nun gibt es (wie bei jeder quadratischen Gleichung) drei Moglichkeiten fiir die Lésungen Aq

und A2 der charakteristischen Gleichung:

Satz 11.10 (Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung). Gegeben ist
die Differentialgleichung
2" (t) = 12’ (t) + coz(t) mit c1,co € R.
Sind A1, Ao die Nullstellen
der charakteristischen Gleichung \? = c; A\ cy, so gilt (Fallunterscheidung):

o Wenn A1 und Ao verschieden und reell sind, dann hat die homogene
Differentialgleichung die allgemeine Lésung

.’L’(t) = kleAlt -+ k26A2t,

wobei k1, ko reelle Zahlen sind, die durch die Anfangsbedingungen fest-
gelegt werden. Sie ergeben sich aus dem Gleichungssystem z(0) =
ki + ko, JJ/(O) = k1 A1 + ko As.

e Sind die beiden Ldsungen der charakteristischen Gleichung identisch,
A1 = Ay = A, so ist die allgemeine Ldsung der Differentialgleichung
durch

a;(t) = (kl + kgt)e)‘t
gegeben. Die Zahlen ki, ks ergeben sich aus den Anfangsbedingungen
z(0) = k1, 2/(0) = k1A + ko.

e Sind beide Liosungen mnicht reell, dann sind sie konjugiert komplex,
A = a+if und o = a — i, und die allgemeine Ldsung der Dif-
ferentialgleichung lautet

z(t) = k1e™ cos(ft) + kge™ sin(ft).

Die Zahlen ki, ko ergeben sich aus den Anfangsbedingungen x(0) = ki,
CII/(O) = ki + kof3.
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Sehen wir uns gleich ein Beispiel an:

Beispiel 11.6. Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung

a) Ldsen Sie die Differentialgleichung " = x' + 6x mit den Anfangsbe-
dingungen x(0) = 1 und x'(0) = 8.

b) Lésen Sie die Differentialgleichung " = 2x' — x mit den Anfangsbe-
dingungen x(0) = 1 und 2'(0) = 8.

c¢) Lasen Sie die Differentialgleichung x" = 22" — 2z mit den Anfangsbe-
dingungen z(0) = 0 und 2/(0) = 1.

Losung:

(a) Die Koeffizienten sind ¢; = 1 und ¢y = 6. Daher lautet die charakte-
ristische Gleichung A?> = X + 6. Sie hat die beiden Losungen \; = 3,
A2 = —2. Damit hat die allgemeine Losung der Differentialgleichung
die Form

z(t) = k13 + koe 2.

Die Zahlen k; und ko werden nun mithilfe der Anfangsbedingungen
bestimmt:

IE(O) = 1=k +ko
2'(0) = 8=Fk3+ ka(—2) = 3ky — 2ko

Wenn wir diese beiden linearen Gleichungen fiir £y und ko 16sen, so

erhalten wir k; = 2 und k; = —1. Die gesuchte spezielle Losung zu
den Anfangsbedingungen z(0) = 1 und 2/(0) = 8 lautet damit x(t) =
23t — 72t

(b) Nun sind die Losungen der charakteristischen Gleichung A2 = 2\ — 1
identisch: \; = X\o = 1. Also ist die allgemeine Losung z(t) = kje’ +
kote!. Aus den Anfangsbedingungen folgt z(0) = k3 = 1, 2/(0) =
k1 + ko = 8, daher z(t) = (1 + Tt)e'.

(c) Die charakteristische Gleichung ist A> = 2\ — 2 und diesmal sind die
Losungen konjugiert komplex: A\jo2 = 1 £ 1i. Also ist die allgemeine
Losung x(t) = kie' cos(t) + keelsin(t). Aus den Anfangsbedingungen
folgt (0) = k1 = 0 und 2/(0) = k1 + ko = 1, also ko = 1. Somit ist
z(t) = e'sin(t) die gesuchte Losung der Differentialgleichung.

O

Nun haben wir homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten im Griff und kénnen als N#chstes zu inhomogenen Differentialgleichungen
kommen. Analog wie im Fall erster Ordnung gilt:
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Satz 11.11 (Lineare inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung). Die all-
gemeine Ldsung einer linearen inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten cy,co € R,

2(t) = 1z’ (t) + cox(t) + g(t),
hat die Form
z(t) = wn(t) + zi(t),
wobei xp(t) die allgemeine Lisung der zugehdrigen homogenen Differentialglei-
chung
h(t) = c123,(t) + cozn(t)

und x;(t) irgendeine spezielle Losung der gegebenen inhomogenen Differential-
gleichung ist.

Warum? — Sind z(t) und y(t) zwei spezielle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung, so erfiillt
ihre Differenz h(t) = z(t) — y(t) die zugehorige homogene Differentialgleichung: b’ (t) = z'/ (¢t) — y” (t)
= c12'(t) + cox(t) + g(t) — c1y’ (t) — coy(t) — g(t) = c1h’/(t) + coh(t). Zwei Losungen der inhomogenen

Differentialgleichung unterscheiden sich also um eine Losung der homogenen Differentialgleichung.

Fine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung léasst sich oft erra-
ten bzw. durch einen geschickten Ansatz finden: Ist g(t) = p(t)e® mit einem
Polynom p(t), so kann man auch fiir die spezielle Losung eine Funktion dieser
Form, z;(t) = q(t)e®, ansetzen. Dabei hat das Polynom ¢(¢) denselben Grad
wie p(t), falls a # A1, A2, um eins hoheren Grad als p(t), falls a = A\; # Ay bzw.
um zwei hoheren Grad als p(t), falls a = A\ = \o.

Hilfreich bei der Suche nach einer speziellen Losung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung ist auch folgende Eigenschaft: Besteht der inhomogene Anteil
aus zwei Summanden, ¢(t) = g1(t) + g2(¢), so kann fiir jeden Summanden g;(t)
eine zugehorige spezielle Losung x; j(t) ermittelt werden: Wir suchen also ei-
ne spezielle Losung x;1 von z”(t) = c12'(t) + cox(t) + ¢1(t), und analog ei-
ne spezielle Losung z;2(t) von z”(t) = c12/(t) + coz(t) + g2(t). Die Summe
xi(t) = x;,1(t) + x;,2(t) ist dann eine spezielle Losung der urspriinglichen Diffe-
rentialgleichung mit dem inhomogenen Anteil g(t) = g1(t) + g2(t).

Es gibt sogar eine explizite Formel, die eine spezielle Losung der inhomogen Differentialgleichung
mithilfe der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung ausdriickt:

t
wi(t) = [ s(t=rgtryar,

wobei s(t) die Lésung der homogenen Differentialgleichung zu den Anfangsbedingungen s(0) = 0,
s'(0) =1 ist.

Ist insbesondere g(t) = g konstant, so konnen wir wieder nach einem Fixpunkt
x(t) = T suchen (und haben damit eine spezielle Lésung gefunden): Aus 2" (t) =
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2'(t) = 0 (das ist die Bedingung fiir einen Fixpunkt) folgt

0=coT + g,

und daraus z = —%.

Satz 11.12. Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
2" (t) = 12’ (t) + coz(t) + g, mit c1,co, g € R,
hat fiir co #0 (d.h., A\, Ao # 0) die allgemeine Lisung
a(t) =zp(t) +3,  mit T=-2,
Co
wobei xp,(t) die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialglei-

chung (siehe Satz|11.10)]) ist.

Haben beide Nullstellen der charakteristischen Gleichung Realteile kleiner null,
Re(A1) < 0 und Re(A2) < 0, so konvergiert jede Lisung fiir t — oo gegen den
Fixpunkt .

Ist co = 0, so ist A1 = 0 und A2 = c¢;. In diesem Fall ist fiir ¢; # 0 eine spezielle Losung durch

_ gt?

zi(t) = —’Z—f gegeben, und fiir ¢; = 0 durch z;(t) 5

Sogar lineare inhomogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
beliebiger Ordnung n,

2™ () = cp12 V(@) + cnoaz™ D (@) + - + colt) + g(b),

konnen immer gelost werden. Man geht dabei wie im Fall der Ordnung zwei vor:
Die allgemeine Losung hat wieder die Form z(t) = xp(t) +z;(t), wobei z;(t) die
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen und x;(t) eine spezielle Losung
der inhomogenen Differentialgleichung ist. Um x5 zu finden, betrachten wir
wieder das charakteristische Polynom. Es hat Grad n und deshalb n Nullstellen.
Aus diesen erhalten wir n spezielle Losungen, und somit die allgemeine Losung
xp, (als Linearkombination aus diesen speziellen Losungen).

Sind aber die Koeffizienten nicht konstant oder ist die Differentialgleichung nicht
linear, so ist es in der Regel nicht mehr méglich, eine Losung anzugeben!

Zum Abschluss wollen wir wieder ein etwas aufwiandigeres Praxisbeispiel 16sen:

Beispiel 11.7. RLC-Schwingkreis
Losen Sie die Differentialgleichung fiir den RLC-Schwingkreis

d? d 1 d
L—I(t —I(t)+=I(t) = —
dt2()+Rdt()+C() dt

mit einer sinusformigen Spannungsquelle U(t) = Uy cos(wt).

U(t)
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Lésung: Wir verwenden wieder die komplexe Version U(t) = Upe*? (vergleiche

Beispiel [11.5]):

R 1 . on
" ekl (A iwt
1" = LI 17 C’I +1 7
Die beiden Nullstellen der charakteristischen Gleichung \? = —%)\ — % lauten

R R? 1
Moa=———%14)— — —.
BT op T Varz Lo
Falls % — % > 0, so sind beide Nullstellen negativ und die allgemeine Lésung
der homogenen Differentialgleichung ist

Ih(t) = k‘le)‘lt + erAQt.

Wenn % — % = 0, so sind beide Nullstellen gleich und die allgemeine Losung

der homogenen Differentialgleichung ist
In(t) = (ky + kot)e 3L%,

Fiir % — % < 0 sind schlieBlich beide Nullstellen konjugiert komplex und die

allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet

1 R?
LC 412
In jedem Fall ist der Realteil g—f der beiden Nullstellen negativ und die Losung

der homogenen Differentialgleichung verschwindet daher exponentiell fiir ¢ —
00.

In(t) = kye 2t cos(Bt) + koe 2'sin(Bt), = > 0.

Fiir die inhomogene Losung machen wir den Ansatz
Ii (t) =k ei“’t
mit einer unbestimmten Konstante k. Wir setzen ihn in die Differentialgleichung
ein,
(—w?L +iwR + %)k‘ e = iwlpe™!,

und losen nach k auf:
Uy

k= .
: 1
Da die homogene Losung Ij(t) exponentiell abklingt, gilt nach kurzer Zeit

I(8) = In(t) + Li(t) ~ Li(t) = %eiwt _ %U(t),

wobei wir analog zu Beispiel die Impedanz
1

Z=R+ 7.+ Zc, Zp=ilw, Zc=—i—,
wC
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eingefiihrt haben. Der Strom I(t) = 2U(t) wird maximal, wenn

1
1Z|* = R* + (Lw — E)Q
minimal wird, wenn also Lw — % =0, d.h.,
1
VIC

. . 1 . . .
gilt. Die Frequenz VI wird als Resonanzfrequenz des Schwingkreises be-

zeichnet.

Dieses Prinzip liegt zum Beispiel dem Radioempfang zugrunde. Die Spannungs-

quelle entspricht in diesem Fall dem externen Signal, das von einer Antenne

empfangen wird. Wird das Signal auf einer Trégerwelle mit der Frequenz 5~

iibertragen, so gerit der Schwingkreis nur dann in Schwingung, wenn die Fre-
quenz der Trégerwelle mit der Resonanzfrequenz des Schwingkreises {iberein-

stimmt. Die Resonanzfrequenz kann durch Anderung der Kapazitiit C

27 \/
des Kondensators (oder der Induktivitit L der Spule) angepasst werden. Genau
das machen Sie namlich, wenn Sie den Sender einstellen. O

Das Phénomen der Resonanz kann dramatische Effekte auslésen (Resonanzkatastrophe): Eine Kom-
panie, die tiber eine Briicke marschiert und die Resonanzfrequenz der Briicke erwischt, kann sie zum
Einsturz bringen.

Auch kleine Kinder sind mit Resonanzphénomenen vertraut: Wenn man auf der Schaukel wie wild mit
den Fiilen strampelt, wird man nie passable Auslenkungen schaffen. Nur wer seine Beine im Takt mit

der Schaukel anzieht und streckt, kann die Auslenkung vergréflern!

Unser Beispiel ist iibrigens nicht so speziell, wie es auf den ersten Blick er-
scheinen mag. Jedes schwingungsfihige System lésst sich, zumindest fiir kleine
Amplituden, durch die Differentialgleichung

" (t) +pa'(t) +wiz(t) =0,  p,wp >0,

beschreiben. Dabei ist 2 die Eigenfrequenz und p die ,Reibungskonstante®.
Falls p = 0, so ist die Losung eine freie (d.h., ungeddmpfte) Schwingung k1 cos(wot)+
ko sin(wot) mit der Eigenfrequenz 52. Fiir p > 0 ist die Schwingung gedampft
und klingt exponentiell ab (fiir p > 2w0 sind beide Nullstellen der charakteri-

stischen Gleichung negativ und es gibt iiberhaupt keine Schwingung mehr).

11.2.1. Ausblick: Systeme von Differentialgleichungen. Wir haben ge-
sehen, dass das Wachstum einer Population durch eine Differentialgleichung
beschrieben werden kann. Was passiert aber, wenn man es mit mehr als einer
Spezies zu tun hat, die sich gegenseitig beeinflussen?

Betrachten wir zum Beispiel zwei Populationen z(t) (Beute) und y(¢) (Rauber).
Ohne Réuber wiirde sich die Beute gemiB z'(t) = ax(t) vermehren. Sind aber
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Réuber vorhanden, so vermindert sich die Wachstumsrate um einen Term Sy(t),
der proportional zur Anzahl der Rauber ist. Das fiihrt uns auf die Gleichung

2'(t) = (a — By(t))=(t)

fiir die Beutetiere. Analog kénnen wir ansetzen, dass die Rauber ohne Beute
mit einer Sterberate vy aussterben wiirden: y'(t) = —yy(t). Durch das Vorhan-
densein von Beutetieren vermindert sich die Sterberate um einen Term dx(t)
proportional zur Anzahl der Beutetiere und wir erhalten die Gleichung

Y (t) = —(y = 0x(t))y(t)

fiir die Rduber. Beide Gleichungen enthalten sowohl z(t) als auch y(t) und
konnen daher nicht getrennt gelost werden. Sie bilden zusammen ein System
von Differentialgleichungen erster Ordnung, das sogenannte Volterra-
Lotka Rauber-Beute-Modell:

2'(t) = (a—By(t)z(),
y'(t) = —(v—oz(t)y() (11.10)

Das Modell ist benannt nach dem &sterreichischen Mathematiker Alfred James Lotka, 1880-1949, und
dem italienischen Mathematiker und Physiker Vito Volterra, 1860-1940.

Es kann nur noch numerisch gelést werden. Die Losung (x(t), y(t)) beschreibt
eine Kurve im R2. Durch numerische Berechnung der Losungen zu verschiedenen
Anfangsbedingungen kann man sich meist einen guten Uberblick beschaffen.
Auf diese Weise erhalten wir zum Beispiel Abbildung die den Fixpunkt
(%, %) zeigt, der von geschlossenen Losungskurven umkreist wird.

I ~
1o~

os| \ \\ 3 - ’ o

Abbildung 11.9. Loésungskurven der Volterra-Lotka Gleichungen.
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Wie zuvor finden wir die Fixpunkte, indem wir nach konstanten Losungen suchen, also Losungen mit
(z'(t),y’'(t)) = (0,0). Die Fixpunkte sind also die Losungen des Gleichungssystems (o — By)z = 0,
—(y = éx)y = 0. Wir erhalten die beiden Lésungen (x,y) = (0,0) und (z,y) = (%, %)

Die geschlossenen Losungskurven entsprechen periodischen Losungen: Wenn
eine Losung zu ihrem Ausgangspunkt zuriickkehrt, wiederholt sich alles von
vorne. Aus der Biologie ist dieses Verhalten wohl bekannt: Auf Zeiten mit vielen
Beutetieren folgen Zeiten mit vielen Rdubern und umgekehrt.

Dass es zu jeder Anfangsbedingung (2(0),y(0)) = (zo, yo) eine eindeutige Losung
gibt, bedeutet iibrigens, dass durch jeden Punkt im R? genau eine Losungskurve
geht. Zwei verschiedene Losungskurven kénnen sich also niemals schneiden! In
zwei Dimensionen bedeutet das, dass sich Losungskurven gegenseitig behindern,
da sie nicht aneinander vorbei kénnen. Das erzwingt eine gewisse Regularitit
der Losungskurven und bewirkt, dass zweidimensionale Systeme in der Regel
gut verstanden werden kénnen.

Befindet man sich aber im R3, so kénnen die Losungskurven nach oben und
unten ausweichen, und das ermoglicht ein viel komplexeres Verhalten: Chaos
kann sich ergeben.

Bei Rekursionen ist Chaos bereits in einer Dimension moglich, wie die diskrete logistische Gleichung

zeigt.
Das dreidimensionale System
d'(t) = —o(z(t) —y(t))
y'(t) = ra(t)—y(t) —x(t)z(t)
Z(t) = xt)y(t) —bz(t) (11.11)

ist als Lorenz-System bekannt.

Es wurde erstmals vom amerikanischen Meteorologen Edward N. Lorenz (1917-2008) als einfaches
Wettermodell untersucht. Er hat auch den Begriff des ,,Schmetterlingseffekts“ eingefiihrt, der die
sensible Abhéngigkeit der Losung von den Anfangsbedingungen veranschaulicht: Bereits die kleinste
Anderung in den Anfangsdaten (der Schlag eines Schmetterlings) ergibt eine Lésung, die nach einer

gewissen Zeit weit entfernt von der urspriinglichen liegt.

Es ist ein stark vereinfachtes Modell fiir die Stromung einer Fliissigkeit zwi-
schen zwei Platten mit verschiedener Temperatur. Eine Losungskurve fiir die
Parameter o = 10, » = 28, b = 8/3 ist in Abbildung dargestellt. Auf den
ersten Blick sieht es nicht so schlimm aus, denn die Losungskurve scheint mit
einer gewissen Regelméfigkeit die beiden eingezeichneten Fixpunkte zu umkrei-
sen. Eine genauere Untersuchung zeigt aber, dass zum Beispiel die Anzahl der
Umrundungen um den rechten oder auch den linken Fixpunkt vollig zufillig
und ohne erkennbare Regelméfligkeit erfolgt. Man kann zeigen, dass sich alle
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Abbildung 11.10. Losungskurven der Lorenz-Gleichungen.

Losungskurven immer mehr einer Menge annéhern, die aber nur sehr schwer zu
beschreiben ist. Je ndher man dieser Menge kommt, umso komplizierter wird
die Losungskurve. Diese Menge wird deshalb seltsamer Attraktor genannt.

In vielen Biichern werden oft nur Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet.
Der Fall hoherer Ordnung kann nidmlich immer auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden, indem man die
hoheren Ableitungen als neue Variable hinzufiigt. Zum Beispiel kann die Gleichung z’/(¢t) + az’(t) +
bz (t) = 0 mit z1 (t) = z(¢), z2(¢) = 2/ (¢), Z(t) = (x1(t), z2(t)) als System zweier Differentialgleichungen
erster Ordnung

#(t) = (_Ob _1a) #(t) (11.12)

geschrieben werden.
Umgekehrt kann man auch ein System von n linearen Differentialgleichungen erster Ordnung in eine

lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung transformieren.

Erginzung: Betrachtet man die Differentialgleichung z'(¢t) = f(¢, z(t)) fir
t € I C R, so kann man jedem Punkt der tz-Ebene eine Steigung 2’ = f (¢, x)
zuordnen. Das Tripel (¢, z, f(¢,2)) nennt man Linienelement und die Gesamt-
heitheit aller Linienelemente heisst Richtungsfeld. Eine Losung dieser Differen-
tialgleichung “passt” genau auf das Richtungsfeld.

11.3. Kontrollfragen

Erkléren Sie folgende Begriffe: Differentialgleichung, Ordnung, autonom, An-
fangswerte, Losung einer Differentialgleichung, Fixpunkt, asymptotisch stabil,
Trennung (Separation) der Variablen, Variation der Konstanten.

1. Welche Anfangswerte miissen vorgegeben werden, um die Losung der
folgenden Differentialgleichungen eindeutig zu bestimmen?
a) (1) +a(t) =0 b)y(@)=y@?-z ¢ (t)=0
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Abbildung 11.11. Richtungsfeld von 3y’ = —2zy.

2. Handelt es sich um eine autonome Differentialgleichung?
a) 2" (t)+x(t) =0 b))y (x) =z sin(y(z)) c)a"(t) =4 a:’(t)—&-%%x(t)

3. Finden Sie die Fixpunkte folgender Differentialgleichungen. Welche
sind asymptotisch stabil?

a) 2'(t) =3xz(t)  b)a'(t) = —za(t)(1 - x(t))
4. Ist die Differentialgleichung separierbar?

a) 2'(t) = 3z(t) +t b) 2/ (t) = tx(t)?

Erkldren Sie folgende Begriffe: lineare Differentialgleichung, homogen /inhomogen,
konstante /nicht-konstante Koeffizienten, Superpositionsprinzip, Wronskideter-
minante, charakteristische Gleichung.

5. Welche Form hat eine lineare, autonome, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung?

6. Klassifizieren Sie die Differentialgleichung (Ordnung? linear? homo-
gen? konstante Koeffizienten?)
a) () = 2'(t) + V3z(t) b)a"(t) =2/ ()1 —2(t)) ¢ y'(x) = (L4)y(=)
d) y'(@) =Vay(x)+2 ) a"(t) =2'()* +7x(t) f) 2"(t) = 2" (t) —
7. Welche Losung kommt fiir eine Differentialgleichung der Form z”(t) =
12/ (t) 4+ cox(t) in Frage?
a)z(t) =e* b)z(®t)=3-X Tt c)z@t)=t> d)x(t)=e*+ 3

11.4. Ubung

(1) Welche Funktionen sind Losungen der Differentialgleichung z”(t) +
z(t) =07
a) z(t) =sin(t + 1) b) z(t) =t c) x(t) = cos(2t).

_ew

x(t)
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(2) Losen Sie folgende Differentialgleichungen:
a) a'(t) ==(t)>  b)y(z) =yl@)+1,y(0)=0.
(3) Losen Sie das Anfangswertproblem
2 (t) = 32/ (t) — 2z(t), z(0) =0, 2/(0) = 1.
(4) Losen Sie die Differentialgleichung

/
) =
o) =2
(5) Losen Sie das Anfangswertproblem
t
T (t) = z(0) = 1.

2(0)’
(6) Losen Sie das Anfangswertproblem
2'(t) = z(t) +sin(t), =x(0) = 1.
(7) Eine Funktion mit konstanter Elastizitét
f(x
fégx

wird in der Wirtschaftsmathematik als Cobb-Douglas-Funktion be-
zeichnet. Was ist die allgemeinste Form einer Cobb-Douglas-Funktion?

=c, x>0, ceR,

(8) Nach dem Newton’schen Abkiihlungsgesetz ist die Temperatur-
abnahme eines Korpers proportional zur Temperaturdifferenz mit der
Umgebungstemperatur Tp:

T'(t) = —k(Ty — T(t)).

Detective Horatio findet das Opfer um Mitternacht und stellt eine
Korpertemperatur von 28°C fest. Eine halbe Stunde spéter sind es nur
noch 26°C'. Wann wurde das Opfer ermordet, wenn die Umgebungs-
temperatur 18°C' betrdgt und die normale Korpertemperatur 37°C
ist?

(9) Losen Sie das Anfangswertproblem
2"(t) = —22'(t) — 4=(t), =z(0) =1, 2/(0) = 2.

(10) Eine an ihren Enden aufgehéngte Kette erfiillt im Gleichgewicht die
Differentialgleichung

y'(z) = ay/1+y ()2
Finden Sie die Lésung mit Scheitel im Nullpunkt: y(0) = 0, y'(0) = 0.
(Tipp: Setze z(x) = y/(x).)
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(11) Losen Sie die Schwingungsgleichung
2" (t) + Wx(t) = 0, 2(0) = x9, 2/(0) = 1.

(12) (Freier Fall mit Reibung) Die Hohe eines Korpers, der nach unten

fallt, wird durch
2"(t) = —na'(t) —g, n,9>0,
beschrieben.
Chefarzt Dr. Frank Hofmann liegt vor seiner Klinik unter einer 10

Meter hohen Palme, als sich zum Zeitpunkt ¢t = 0 eine Kokosnuss 16st
(x(0) = 10, 2/(0) = 0). Finden Sie die Hohe z(¢) der Kokosnuss als
Funktion der Zeit. Wie viel Zeit hat Dr. Hofmann ungefahr, bevor ihn
die Kokosnuss erreicht, falls n = 0.1 und g = 9.81. (Tipp: Kleinge-

drucktes nach Satz|11.12])

(13) Losen Sie das Anfangswertproblem
2 (t) = 22/ (t) — z(t) — t, z(0) =0, 2/(0) = 1.
(14) Man lose das System
()= AZ(t)+b,  T(0)=Z

(a)A:G ;) Fo=(1,2), b=(12,12)

(b)A:<13 _24>, To=(1,2), b= (15,15)

(c)A—<_23 j) To=(1,2), b= (10,5)

Wie verhalten sich die Losungen fiir ¢t — oo?



Anhang A

Quadratische
Gleichung,
Polynomdivision

In diesem und den kommenden Kapiteln, die im wesentlichen Schulstoff wie-
derholen, verzichten wir auf strenge mathematische Formulierungen.

Eine Gleichung der Form
ax’ +br+c=0, a#0

nennt man quadratische Gleichung. Durch Division durch a erhilt man die
Standardform

22 +pr+q=0. (A.1)
Umformen ergibt
2 2 2
2 2 p p Py P
= — - = ) e =0
o' +pr+g=a"+pr+ =ty (x+2) 1T
2
Pyo_ P _
(@+35)" =" —a
p p?
LAWY S
(@ +75) T4
pa=—-L+ pj_q (A.2)
’ 2 4
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Den Ausdruck D = %2 — ¢ nennt man Diskriminate. Ist D < 0 so hat Glei-
chung (A.1]) keine reellen Losungen. Sind z1, zo Losungen von Gl. (A.1]) so gilt

P 4pr4qg=(r—z)(x—20) =2° + (21 + 22) T+ 21 29 = 0. (A.3)
Das heifit, es gilt: p = 21 + 22 und ¢ = x1 2.

Man kann die Loésungen von Gl. (A.1) als die Nullstellen der Funktion f(z) =
22 + px + ¢ interpretieren.

Fiir Gleichungen dritter Ordnung, zum Beispiel
3 — 152 —4 =0,

gibt es zwar eine Losungsformel (Losungsformel von Cardano)ﬂ

x1:€/2—|—\/—121+ {’/2—\/—12 =4, (A.4)
aber oft kann durch Erraten einer Losung und Polynomdivision die Gleichung
dritter Ordnung auf eine quadratische Gleichung reduziert werden

234022 - 150 —4:(x—4) =2 +42+1,

22 — 4727
422 — 152 —4
42° — 16z

r—4
r—4
0

(A.5)

Im dem Fall, dass man eine Lésung abspalten kann, muss sich die Polynomdivi-
sion immer ausgehen. Dividiert man zwei beliebige Polynome erhélt man meist
einen Rest.

IMan beachte, dass in diesem Fall der Gebrauch von komplexen Zahlen auf natiirliche Weise
nahegelegt wird.



Anhang B

Komplexe Zahlen

B.1. Die Menge der komplexen Zahlen

Die quadratische Gleichung 2% 4+ 1 = 0 hat keine Losung in der Menge der reel-
len Zahlen. Eine solche Loésung wiirde man als die Wurzel aus (—1) bezeichnen
konnen. Um auch solche Gleichungen losen zu koénnen, fithrt man die komple-
xen Zahlen ein. Augenscheinlich von Bedeutung ist dies fiir Gleichungen dritter
Ordnung. Bei diesen fiihrt die Losungsformel von Cardano auf komplexe Aus-
driicke, die sich schlussendlich auf eine reelle Losung, die mindestens existiert,
reduzieren/[l]

Man fiigt zunéchst der Menge der reellen Zahlen ein neues Element hinzu RU{i},
das mit dem Symbol i bezeichnet wird und “imaginére Einheit” genannt wird.

Definition B.1. Fiir die Zahli gilt
==l (B.1)

Man schreibt daher i = +/—1. Ausdriicke von der Form x + yi, wobei x und
y reelle Zahlen sind, nennt man komplexe Zahlen. Die Menge aller komplezer
Zahlen bezeichnet man mit C.

Fine komplexe Zahl z € C wird also durch zwei reelle Zahlen z und y defi-
niert. Man kann daher eine komplexe Zahl als ein “geordnetes Paar” von reellen
Zahlen auffassen, d.h. als einen Punkt des zweidimensionalen Raumes (= xy-
Ebene). Eine komplexe Zahl wird daher als ein Punkt der “komplexen Ebene”

LRafael Bombelli verwendete bereits 1569 komplexe Zahlen zur Lésung von 23 = ax + b,
http://en.wikipedia.org/wiki/Rafael_Bombelli

345
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veranschaulicht. Der Punkt mit den Koordinaten (z,y) stellt die komplexe Zahl
z = x + yi auf eindeutige Weise dar.

Beim Rechnen mit komplexen Zahlen geht man genauso vor wie bei reellen
Zahlen. Man definiert demnach folgende Rechenregeln:

(1) Addition:
(x+yi)+utvi)=(@+u) +(@y+v)i.
(2) Multiplikation:

(x+y i) (u+vi)=2u+zvityuityv i’
= (zu —yv) + (zv + yu) i.

Damit bilden die komplexen Zahlen einen Korper. Potenzen von i kénnen re-
duziert werden, da wegen i? = —1, i?" = (—1)",i?"*! = (—1)" i gilt.

Hier kommen nun einige grundlegende Bezeichnungen:

Definition B.2. Einige Begriffe fiir komplexe Zahlen:
Fiir eine komplexe Zahl z = x +y i heifit

x=Rez Realteil von z
y=Imz Imagindrteil von z
zZ=x—yi konjugiert komplexe Zahl
|z] = Va2 + y? Absolutbetrag von z

Die reellen Zahlen kénnen als Teilmenge der komplexen Zahlen aufgefafit wer-
den, ndmlich als diejenigen Zahlen, deren Imaginérteil Null ist. Reelle Zahlen
bestehen nur aus einem Realteil. Statt x 4 0 i schreibt man daher einfach x.

zist reell, wenn z=2x+0i ==z,

z.B. ist 5+0i = 5. Zahlen, die nur aus Imaginérteil bestehen, z = 0+y i, nennt
man imagindre Zahlen. Eine imaginére Zahl ist z.B. 0+ i = 7 i. Die komplexe
Zahl 0 4 0 i kann man auch als 0 oder als 0 i schreiben.

Hier einige Beispiele:
(1) i(—i)=1,vV/-16=41i, —/-9=-31i,i3=—i.
(2 1+l —-i)=2.
(3) 4+3i|=vV16+9=5.




B.1. Die Menge der komplexen Zahlen 347

Briiche: Komplexe Briiche werden berechnet, indem man zuerst mit dem kon-
jugiert komplexen Nenner erweitert. Man erhélt dann einen reellen Nenner.
r+yi z+yi u—vi (zutyv)+ (yu—2zv) i
u+vi utvi wu—vi u? + v?
U+ Yyv  Yu — U
u?2 + 02 u? 402

)

(x+yi)(z—yi)=a®+y*, also: 2% = 2> . (B.2)
Beispiel:
2+i—(2+i)(3+i)—l+li
3—1i (3-1)@B+i) 2 2

Fiir den Absolutbetrag einer komplexen Zahl ergeben sich folgende Regeln:
Seien z; und 25 zwei komplexe Zahlen. Dann gilt

y4 z

el = lallal |2 =B 0, (B.3)
2| |zl

21 4 2o < laa| +|2a] ;o1 22 > [l = |22 - (B.4)

Diese Regeln sind diesselben wie beim Rechnen mit Absolutbetrédgen von reellen
Zahlen.

Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn sie denselben Realteil und denselben
Imaginérteil haben.

Beispiel B.3. Die Gleichung 2> = 21 entspricht 2> 4+ 2zxy i —y? = 21i und ergibt
daher zwei reelle Gleichungen:

Realteil: 2*> —y?> =0, Imagindrteil: xzy=1. (B.5)
Dieses Gleichungssystem hat zwei Losungen: (x,y) = (1,1) und (x,y) = (—1,—1).

Wenn man komplexe Zahlen durch Punkte (z,y) in der komplexen Ebene ver-
anschaulicht, dann bilden die reellen Zahlen die x-Achse, die imaginéren Zahlen
die y-Achse.

Ubungen:

1) Zeichnen Sie folgende komplexe Zahlen: 1 + i, —v/3 + i.

2) Berechnen und zeichnen Sie: %Jri, L, 1/22 fiir 2 = 2 — 31

54217 i—v3
4) Losen Sie fiir die reellen Zahlen x und y die Gleichungen x+iy = y+= i,

(x+yi)?=2iz, j;‘fg; =—i.

(
(
(
(

)
3) Berechnen Sie den Betrag von 5721, 31 = 2/z, (1+2i)3.
)
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B.2. Polarkoordinaten

In der Abbildung sieht man einen Punkt (z,y) der komplexen Ebene, der
die Zahl z = x + y i représentiert.

Abbildung B.1. Graphische Darstellung einer komplexen Zahl z in karte-
sischen und in polaren Koordinaten.

Man zeichnet die Verbindungstrecke vom Koordinatenursprung (= die komplexe
Zahl 0 = 0 4 0 i), zum Punkt z. Fiir die Lénge r dieser Strecke und fiir den
Winkel ¢, den diese Verbindungslinie mit der (positiven) x-Achse einschlieft,
gelten folgende Beziehungen:

T =T Ccosp, (B.6)
y=rsing, (B.7)
z=x+yi=r(cosp+sinpi), (B.8)
r=\12+y?=lz]. (B.9)

Die Darstellung (B.8|) heifit “Polardarstellung” der komplexen Zahl z. Den Win-
kel ¢ bezeichnet man als das “Argument” der komplexen Zahl,

p=argz . (B.10)

Aus einer gegebenen Zahl z = x4y i berechnet man das Argument ¢ am besten

aus der Beziehung

tanp = S (B.11)
x

Fiir —7m/2 < ¢ < /2 ergibt sich zum Beispiel ¢ = arctan(y/z). In den anderen
Winkelbereichen mufl man allerdings mit der Definition der Umkehrfunktion
arctan aufpassen. Man erhalt:

—m/2<p<m/2: ¢ = arctan(y/z) , (B.12)
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/2 <p <3m/2: ¢ = — arctan(y/x) . (B.13)
Unter Beniitzung der Polardarstellung kann man das Produkt komplexer Zahlen
besonders einfach beschreiben.

ei
i z1 = r1(cos 1 + sinyq i) , 29 = ra(cos g +sin g 1) . (B.14)
Dann gilt
2122 = 1172 (COS 1 + sin ¢y 1) (cos g + sin g 1)
=7riry [(cos Y1 €oS P2 — sin g sin pa) + (sin Y1 COS P2 + €os 7 sin p3) i]

=779 [cos(gol + p2) + sin(p1 + p2) i] . (B.15)

Definition B.4. Graphische Interpretation des Produktes zweier kom-
plexer Zahlen:

Bildet man das Produkt zweier komplexer Zahlen, so werden die Betrdge mul-
tipliziert und die Polarwinkel addiert.

Wenn man eine komplexe Zahl wiederholt mit sich selbst multipliziert (poten-
ziert), erhdlt man die Formel von Moivre:

2" =7r" [cos(ny) + i sin(ny)] . (B.16)
B.3. Eulersche Formel

Fiir jeden Winkel ¢ (im Bogenmaf}) betrachtet man nun die komplexe Zahl
E(p) =cosp+1ising (B.17)

E(p) hat immer den Absolutbetrag 1. Die Menge der komplexen Zahlen mit
Betrag 1 liegen in der komplexen Ebene auf den sogenannten “FEinheitskreis”.

Offensichtlich gilt (wegen cos0 =1, sin0 = 0)
E0)=1. (B.18)

Fiir das Produkt von Zahlen auf dem Einheitskreis liefern die Betrachtungen
des vorigen Abschnitts die Formeln:

E(p1) E(p2) = E(p1 + ¢2) , bzw. [E(SO)]n = E(ny) , (B.19)

(Formel von Moivre). Diese Formeln legen einen Vergleich der Funktion E(¢p)
mit der Exponentialfunktion nahe. Schreibt man

A(p) = a¥ = (e!°89)? = k¢ | (wobei k = loga), (B.20)
so gelten ja ebenfalls die Formeln

A(0)=¢e"=1,
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A(Sol) (@2) — ke o2 — ek(‘P1+<P2) = A((Pl + (,02) ,
[A@)]" = (e59)" = " = A(nyp) .

Die Funktion A(y) hat also diesselben Eigenschaften wie die Funktion E(¢p).
Bildet man nun die Ableitung von F(y) nach ¢ ergibt:

d
d—E((p) =—sinp+icosp=i(cosp+ising)=1E(yp) .
¥
Andererseits gilt mit der Kettenregel:

d

— A(p) = ke = kA(p) .

ap ) = ke ()

Perfekte formale Ubereinstimmung zwischen den Funktionen A und E besteht
also, wenn k = ¢ gesetzt wird. Man beniitzt diese Ubereinstimmung als Moti-

vation fiir die Definition der komplexen Exponentialfunktion e!¥ = E(¢).

Definition B.5. Eulersche Formel:

el =cosp+ising (B.21)

Man betrachtet die Eulersche Formel als Definition der Exponentialfunktion fiir
imagindre Argumente.

Anmerkung: Alternatives Argument: Differenzieren der Eulerschen Formel
zeigt, dass beide Seiten die gleichen Ableitungen haben und die Funktionen
daher bis auf eine Integrations-Konstante gleich sind. Setzt man ¢ = 0 so
erhélt man, dass diese Konstante 0 ist.

Die Polarform einer komplexen Zahl z = x + iy lautet nun ganz einfach

z = 614,0 (B.22)
Es gilt: .
e 'Y = cos(—p) +isin(—p) = cosp —ising (B-23)
und daher .
5 — el (B.24)

Man kann nun auch trigonometrische Funktionen durch Exponentialfunktionen
ausdriicken, denn

e'? +e 1% =2cosp, el¥ —e 1% = 2ising . (B.25)
Vergleiche die folgenden Ausdriicke mit der Definition der Hyberbelfunktionen

sinh und cosh:

ef +e ¥

coshp = (B.26)

sinhp = —— . (B.27)
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B.4. Einheitswurzeln

Zwei komplexe Zahlen, deren Absolutbetréige gleich sind, deren Argumente sich
aber um 27 (also 360°) unterscheiden, sind gleich. Allgemein bezeichnen die
Winkel ¢ und ¢ + 27k dieselbe Richtung in der komplexen Ebene (wobei k eine
beliebige ganze Zahl ist). Es gilt also

z=re¥ =Pt (B.28)
Wir wollen nun die Gleichung
Z'=a+1ib (B.29)

16sen. Dazu schreibt man a+1i b in der Form R e!®. Gesucht sind alle komplexen
Zahlen, deren n-te Potenz a + i b ergibt. In Polarform lautet die Gleichung

el = Rel® . (B.30)

Also miissen die Betriage rechts und links gleich sein, die Argumente koénnen
sich aber um ganzzahlige Vielfache von 27 unterscheiden:

=R, npg=oa+2kr, k=0,+1,+2 ... (B.31)

Daraus kann man nun ganz leicht den Betrag und die in Frage kommenden
Argumente bestimmen:

k
r=RY" o =2 498 k=0,4+1,42,... (B.32)

n n
Das Argument ist also nicht eindeutig bestimmt. Verschiedene Losungen erhélt
man allerdings nur fiir £k =0,1,2,...,n — 1. Die Losung fiir kK = n ist diesselbe

wie fiir k = 0, etc.

Definition B.6. Zusammenfassung: Die Gleichung

2" =Re'® (B.33)
hat n verschiedene Ldsungen zg, 22, ... ,2n—1, die gegeben sind durch
2p = R el (B.34)
mit « 2w
Op—— tk—, k=0,1,2,...,n— 1. (B.35)

Der Spezialfall a + bi = 1 fithrt auf die Gleichung
Z2"=1. (B.36)
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Thre Losungen werden n-te Einheitswurzeln genannt. Sie liegen alle auf dem
Einheitskreis in der komplexen Ebene. In Polarform lauten die Einheitswurzeln

gemif (B.34) und (B.35)

e =2 R/ k=0,1,2,...,n—1. (B.37)

Da die Argumente von z; und zj_; sich immer um denselben Betrag 27 /n un-
terscheiden, bilden die n-ten Einheitswurzeln die Eckpunkte eines regelméfligen
n-Ecks.



Anhang C

Vektorrechnung im R?
und R3

C.1. Skalare und Vektoren

Man kann die Begriffe Skalar und Vektor am besten anhand von physikalischen
Beispielen veranschaulichen. Eine skalare Grofle ist eine Grofle, die durch eine
einzige reelle Zahl bestimmt wird. Beispiele dafiir sind: die Masse eines Korpers,
das Volumen eines Korpers, die Temperatur, der Widerstand usw. Aber mei-
stens reicht eine einzige Zahl fiir die Beschreibung eine Gréfie nicht aus. In der
Mechanik zur Charakterisierung einer Kraft etwa verwendet man einen Vektor.
Ein Vektor entspricht einer gerichteten Strecke, die nicht nur die Stérke ange-
ben kann, sondern auch die Richtung in der die Kraft wirkt. Man fasst daher
einen Vektor als eine Aquivalenzklasse von parallelen gleichlangen gerichteten
Strecken (Pfeilen) auf.

Im dreidimensionalen Raum kann die Lage eines Punktes bzw. eines Vektors
durch drei reelle Zahlen, ein 3-Tupel, beschrieben werden (= Koordinaten, Kom-
ponenten). Die Geometrie des R3 ist unter anderem fiir Anwendungen in der
Computergraphik von grosser Bedeutung. Es ist aber sinnvoll, auch 4-Tupel,
5-Tupel, usw., also allgemein n-Tupel zu betrachten: So kann man zum Beispiel
den Tagesumsatz von 12 Filialen in einem 12-Tupel zusammenfassen. Um den
Wochenumsatz der 12 Filialen zu erhalten, muss man die 12-Tupel koordinaten-
weise addieren. Um die Mehrwertsteuer zu erhalten, muss man jede Komponen-
te mit 0.2 (20% Mehrwertsteuer) multiplizieren. Es ist also sinnvoll, allgemein
n-Tupeln zu betrachten und dafiir Rechenoperationen zu definieren. Fiir 2- oder
3-Tupel lassen sich diese Operationen auch geometrisch veranschaulichen. Fiir
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allgemeine n-Tupel ist das nicht moglich, trotzdem ist die geometrische An-
schauung fiir den Spezialfall n = 2 oder n = 3 oft der Schliissel zur Losung
komplizierter Probleme.

C.1.1. Komponenten eines Vektors. Es sei @ ein Vektor in einem Kkar-
tesischen Koordinatensystem, der durch eine gerichtete Strecke PQ, wobei P
der Anfangspunkt und @ der Endpunkt ist, gegeben ist. Die Koordinaten vom
Punkt P sind (z1,y1), die vom Punkt @ sind (z2,y2). Die Komponenten des
Vektors @ erhdlt man indem man von der ,Spitze“ (dem Endpunkt @), den
»Schaft“ (den Anfangspunkt P), subtrahiert.

PO=a= <“1) - (””2 - xl) . (C.1)

a2 Y2 —

Y2

Y1

Xy X,

Abbildung C.1. Vektor

Die Liénge (Norm) des Vektors ||@|| ist der Abstand der Punkte P und Q
voneinander und ist daher (Pythagoras)

l|@|| = /a3 + d3. (C.2)
Beispiel 1:

Der Vektor @ hat den Anfangspunkt P = (1,2) und Endpunkt @ = (3,4). Die
Komponenten sind daher

a1:3—1:2, a2:4—2:2, 6:<2> (CS)

und die Linge von @ ist

||| = /22 4+ 22 = V8. (C.4)
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Ortsvektor:

Ein Ortsvektor hat seinen Anfangspunkt im Koordinatenursprung O = (0, 0).
Daraus folgt, dafl die Koordinaten des Endpunkts gleich die Komponenten des
Vektors ergeben.

Nullvektor:

Bei einem Nullvektor 0 fallen der Anfangs- und Endpunkt zusammen. Der Null-
vektor hat die Lange Null und eine unbestimmte Richtung.

Einheitsvektor:

Der Einheitsvektor € ist ein Vektor dessen Betrag (Lénge) |é€] gleich 1 ist. Zu
jedem Vektor b kann ein Einheitsvektor mit der gleichen Richtung angegeben
werden

o
=l
—

—b. (C.5)

N
I
=

C.1.2. Addition von Vektoren und Multiplikation mit Skalaren.

Addition von Vektoren:

Die Vektoraddition ist eine Basisrechenoperation in der Vektorrechnung. Wenn
man zwei Vektoren @ und b addieren will, mufl man die einzelnen Komponenten
miteinander addieren. Der Anfangspunkt des daraus folgenden Vektors ¢ ist der
Anfangspunkt von @ und der Endpunkt von ¢ ist der Endpunkt von b.

o o7 a1\ _ (a1 b1\ (a1 +b
ars (o)=() () -(ai) o

Fiir die Vektoraddition gilt das Kommutativgesetz. Das heifit, dafl

i+b=0b+a. (C.7)
Die Vektoraddition erfiillt auch das Assiozativgesetz welches aussagt, dafl
(@+b)+c=a+ (b+2a). (C.8)
Zu jedem Vektor a gibt es einen inversen Vektor —a, sodafl
a+(—a)=0 (C.9)
gilt. Es gilt auch
a+0=a (C.10)
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Zusammengefafit kann man sagen, daf§ die Vektoren beziiglich der Vektoraddi-
tion eine kommutative Gruppe bilden.

Multiplikation mit Skalaren

Man kann einen Vektor @ mit mit einem Skalar A, also einer reellen Zahl, mul-
tiplizieren. Die Komponenten des Vektors Ad lauten (Aai, Aaz). Bei der Multi-
plikation mit Skalaren A, p gelten die folgenden Gesetze:

(i) AMpd) = (Ap)a
(iyla=a
(i) A(@ + b) = Ad@ + Ab
(iv) (A + )@ = A@ + pd.

Wenn der Skalar eine negative reelle Zahl ist, wird die Richtung des Vektors
umgekehrt.

C.2. Vektorraume

Ein Vektorraum oder auch linearer Raum besteht aus der Menge aller Elemente
die er beinhaltet. Die Definition eines reellen Vektorraumes lautet: Gegeben sei
eine Menge deren Elemente sédmtliche Rechenregeln der Vektoraddition und der
Multiplikation mit einem Skalar wie im vorhergehenden Kapitel befolgen. Diese
FElemente bilden dann einen Vektorraum und heiflen Vektoren. Statt der reellen
Zahlen konnen auch in analoger Weise Vektorrdume iiber den komplexen Zahlen
definiert werden.

C.2.1. Lineare Abhingigkeit und Unabhingigkeit:

Die Vektoren dj,...,d, nennt man linear unabhéngig, wenn gilt

aus Ady + Aods + ...+ Apdm =0 folgt Ay = Ao =... Ay =0. (C.11)

Beispiel: Zeige, dass die Vektoren @ = (é und b = <_11> linear unabhéngig

sind. Wie man sieht lduft dies auf die Frage der Eindeutigkeit der Losung eines
linearen Gleichungssystems hinaus.

In einer linear abhéngigen Menge von Vektoren eines Vektorraumes kann man
mindestens einen der Vektoren durch eine lineare Kombination der anderen
darstellen. Bei einer linear unahéngigen Menge funktioniert das nicht. Die ma-
ximale Anzahl n von linear unabhéingigen Vektoren eines Vektorraumes nennt
man seine Dimension n und eine Menge von n linear unabhéngigen Vektoren
eine Basis des Vektorraumes. Jeder Vektor kann dann durch eine lineare Kom-
bination der Basisvektoren gebildet werden.
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C.2.2. Geraden- und Ebenengleichungen im R3.

Die Menge aller Punkte einer Geraden g kann mittels Vektoren wie folgt ange-
geben werden

{Z | £ =p+ A\, wobei X € R}

T x P1 1
=1|Y Yy p2|+A[m2 ], AeR} (C.12)
z z p3 T3

wobei p'der Ortsvektor eines Punktes P und 7 ein Richtungsvektor der Geraden
ist. Die Menge aller Punkte einer Ebene € ist gegeben durch

€:{Z| & =p+ M+ pus, wobei A\, u € R}

xr T P1 T1 S1
={ly| | |y| =] +A|r2| +u|s2], A, peR} (C.13)
z z p3 T3 $3

wobei p’ der Ortsvektor eines Punktes P und 7, § nichtparallele Richtungsvek-
toren der Ebene sind.

C.2.3. Die vektorielle Projektion.

Gegeben seien zwei Vektoren @ und b. Die vektorielle Projektion des Vektors
b auf den Vektor d ist der Vektor b’ (Abbildung l der parallel zu @ ist und
dessen Lénge durch die orthogonale Projektion von b auf @ gegeben ist.

Abbildung C.2. Vektorielle Projektion

Fiir die Lénge des Vektors b erhilt man
18] = 11B]| cos &, (C.14)
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wobei ¢ der eingeschlossene Winkel ist.

Beispiel: Der Hohenvektor ﬁg eines Dreiecks ist gleich der Projektion des Sei-

tenvektors @ (oder —I;) auf den Normalseitenvektor €2 von é.
(o
f
2
A A
L h,
| AN
e
¢ i \
A - T
z B

Abbildung C.3. Der Hohenvektor hz eines Dreiecks als Projektion des Seitenvektors.

C.2.4. Skalares (Inneres) Produkt zweier Vektoren.

In der Physik ist die geleistete Arbeit W (= Energie [1 kg m/s =1 W s]) definiert
durch Kraft F' mal Weg s. Im allgemeinen sind aber Kraft und Weg Vektoren
und es ist daher sinnvoll ein Produkt <ﬁ ,5) dieser beiden Vektorgrofien so zu
definieren, dass sich die geleistete Arbeit als Skalar ergibt.

Dazu iiberlegt man sich, dass man den Kraftvektor F in einen Anteil zerlegen
kann, der parallel zum Weg ist und den Rest, der normal dazu steht, also

ﬁ:ﬂ‘§+ﬁlg. (015)

Der Vektor ﬁug ist aber nichts anders als die vektorielle Projektion F’ des

Vektors F' auf den Vektor . Nur der Anteil der Kraft parallel zum Weg tragt
aber zur geleisteten Arbeit bei. Das skalare Produkt der zwei Vektoren F und
§ wird definiert als Lénge (Betrag) der vektoriellen Projektion F’ von F auf §
mal Liange des Vektors §.

W= (F, 5 = |lF]|]131]. (C.16)

Man sieht nun unmittelbar mit Hilfe geometrischer Uberlegungen, dass das so
definierte Produkt eine lineare Abbildung ist, das soll heissen es gilt

(Fi + F),5) = (F1,3) + (Fb, 8),
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wl

Abbildung C.4. Das skalare Produkt

(aF,8) = a(F,5), ack. (C.17)

Fiir das skalare Produkt von zwei Vektoren @ und b sind auch noch folgende
Schreibweisen iiblich

@ b= (ab) =(a,b). (C.18)
Wegen Gleichung (C.14)) gilt auch
(@,b) = ||bl] ||l cos . (C.19)

Damit ist auch unmittelbar einsichtig, dass das skalare Produkt symmetrisch
in @ und b ist

—. —

(@5 = (b,d). (C.20)

Mittels der Komponenten kann das skalare Produkt nun im R? (analog im R?)
wie folgt berechnet werden

(a, 5) = ((al,aQ, ag) , (bl, ba, b3)> = a1b1 + agby + aszbs. (C.21)
Beweis: dies folgt aus der Darstellung mit den Einheitsvektoren €}, j = x,y, 2
@ = a18y + a8y + 3@, b= b1 + bl + b3é,
(@,0) = (018, + ag€, + a3y, b1y + baé, + b3es) = arby + agby + asbs, (C.22)
da (€y,€;) =1 und (€, €,) = 0, etc. ist.

Stehen zwei Vektoren normal (im rechten Winkel) aufeinander, so ist ihr skalares
Produkt 0.

Anmerkung: Daraus folgt, dass im R? ein Normalvektor zum Vektor (a,b)
durch (b, —a) gegeben ist.
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Anwendungsbeispiele:
(i) Man berechne die Fliche F' eines Dreiecks A = (0,0), B = (6,0),C = (3,4).

—lc I c :EEJ‘&'
= Slletl{lha = ‘HHWW a)| = 5 l(c", a)|

13 (). () -

(ii) Man berechne den Abstand d eines Punktes C' = (3,4) von einer Geraden
gegeben durch zwei Punkte A = (0,0), B = (6,0).

d = [[he]| = 4.

C.2.5. Vektorielles Produkt zweier Vektoren.

Das Vektorprodukt (auch Kreuzprodukt, Dachprodukt oder alternierende 2-
Form) genannt gibt es in dieser Art nur im R3.

Das Produkt @ x b (bzw. d A 5) zweier Vektoren @ und b ergibt einen Vektor der
auf die Ebene die @ und b aufspannen, normal steht. Der Betrag dieses Vektors
ist gleich der Fliche des von @ und b aufgespannten Parallelogramms. @, b und
¢ bilden ein Rechtssystem (Rechtsschraubenregel). Es gilt

1@ x BI| = I[al| |15 sin & (C.23)
Vektorprodukte erfiillen weder das Kommutativ- noch das Assoziativgesetz.
(@xb)xc#ax (bxad),
Axb=—bxad. (C.24)
Daraus folgt: Sind die Vektoren @ und b parallel, so gilt
axb=0. (C.25)
Fiir die orthonormale Basis €, €, €, gilt

&y X €, = &.. (C.26)
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Damit kann nun das Vektorprodukt wie folgt durch die Komponenten der Vek-
toren berechnet werden

az by
as b3 - - -
U1 al by o o €r €y €
U= (%) = as X b2 = ! 3 =|ay a2 agf. (027)
v a b b b by by b
3 3 3 4 as 1 b2 03
by ba
wobei |...| die Determinante bezeichnet, z.B.
a b
. d‘ = ad — bc. (C.28)

Dies folgt aus der Darstellung mit den Einheitsvektoren

i = a8, + agfy + ags, b= b1 + byé, + bsé,
GAD = (a18y + ag€y + a3é.) A (18 + by, + b3E.)
= (a2b3 — a3b2)é'x — (a1b3 - agbl)gy + (a1b2 — agbl)é’z (029)

daéjne;=0,j=uz,vy,z ist.

a’x§
_llaxe|
auf die Geraden Gg, G mit den Richtungsvektoren @ und b und hat die Lénge
eins. Der Abstand d ist dann gegeben durch das Skalarprodukt

Beispiel: Abstand zweier windschiefer Geraden. Der Vektor steht normal

S

X

Ql

d={( &> (C.30)

=

wobei der Vektor ¢ ein beliebiger Vektor ist, dessen Anfangspunkt auf der Ge-
raden GGz und dessen Endpunkt auf der Geraden Gy liegt.

X

Bl

Das gemischte Produkt dreier Vektoren

B a1 as as
a- (b X 5) =det|b; by b3]. (0.31)
c1 c C3

Geometrisch kann das gemischte Produkt dreier Vektoren als das Volumen (mit
Vorzeichen) des von den drei Vektoren aufgespannten Korpers (Parallelepiped)
interpretiert werden.
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C.2.6. Gauss-Elimination.

Gauss-Elimination anhand eines Gleichungssytems von drei Gleichun-
gen mit drei UnbekanntenH

Wir betrachten folgendes Gleichungssystem

a11x + apy +aizz = by
ag1x + agey + agzz = be
asz1x + azy +aszz = bs.

Wir kénnen annehmen, dass aj; # 0 ist. (Dies kann man durch Vertauschung
der Zeilen erreichen, ausser aj; = as1 = a3y = 0. In diesem Fall hat man aber
nur drei Gleichungen mit zwei Unbekannten.) Multipliziert man nun die erste
Zeile mit —%2L und addiert sie zur zweiten Zeile, so erhéilt man einen neue zweite

all
Zeile der Form

a2y + Gozz = bo. (032)

Multipliziert man die erste Zeile mit —% und addiert sie zur dritten Zeile, so
erhélt man einen neue dritte Zeile der Form

azay + 433z = b3.

Das Gleichungssytem hat nun die Form

a1r+ apy +aizz = by
a22Yy + a3z = bo
a3y + G332z = b3.

Ist nun @y = Go3 = aGga = asz = 0 und by oder by # 0, so existiert keine
Losung. Anderenfalls kann man das Gleichungssytem auf die Form (eventuell
durch Vertauschen der Variablen)

a1 + a2y +a13Z2 = by
G22Y + G232 = b
az2y + azz3z = bs.

mit dgo # 0 bringen. Multipliziert man nun die zweite Zeile mit —gzz und
addiert sie zur dritten Zeile, so erhélt man

1 Anmerkung: Erlaubte Umformungen eines Gleichungssystems, die die Losungsmenge un-
verandert lassen, sind:
(i) Multiplikation einer Zeile mit einer beliebigen Konstanten k, k # 0
(ii) Vertauschung zweier Zeilen
(iii) Addition eines beliebigen Vielfachen einer anderen Zeile zu einer Zeile.
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11T + G120 + @132 = by
G227 + G232 = bo
PN A

Ist nun a3 = 0 und lA)g # 0, so existiert keine Losung. Ist a4g # 0, folgt Z = %
und das Gleichungssytem kann durch Riickeinsetzen (Substitution) aufgelost
werden.

Anmerkung: Graphisch stellt eine Gleichung mit 3 Unbekannten eine Ebene im
Raum dar. Die moglichen Lagen dreier Ebenen im Raum geben die moglichen
Losungsformen an.

Beispiel:
Ty + 3z = —12

2z 4+ 8y + =z = 0
-5z + 2y — 9z = 26
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C.3. Ubung
1 . -1
(1) Gegeben sind die Vektoren @ = 2 ], b= 2 |, ¢=
-3 —2
-3
0 |. Man berechne die Koordinaten und die Betréige der folgen-
2
den aus ihnen gebildeten Vektoren: (a) @ — 3b+ 27, (b) 2(@+ 3b) —
(2b — 30).

(2) Welche Gegenkraft E hebt die Summe der folgenden Einzelkrifte in
ihrer physikalischen Wirkung auf?

10 —30 —50 10
F=| 15|, B=| 40 |, B=( o |, F=[ —100
—-30 —60 80 30
3
(3) Man normiere die Vektorena= | 0 |, b= —d, c=2¢,—4€,+
4

5€.

(4) A = (1,2) und B = (4,3) sind die Randpunkte einer Strecke in der
Ebene. Durch Verdoppeln der Strecke AB iiber B hinaus erhilt man
den Punkt C. Wie lauten seine Koordinaten?

(5) Gegeben sind die Vektoren der Aufgabe 1. Man berechne die folgenden
Skalarprodukte:

(@) a5, (b)) @-30)-20, () (@+b)-(@-o.

(6) Ein kleiner Korper bewegt sich in der Ebene geradlinig vom Punkt
A = (1,0) zum Punkt B = (6,3), wobei die konstante Kraft F' =

< Z > auf ihn wirkt. Man skizziere die Situation und berechne die

Arbeit (Arbeit = Kraftkomponente in Richtung der Weges - Weg), die
dabei verrichtet wird.

(7) Welchen Winkel schliessen die Vektoren @ = ( ; ) und b = ( _13 )
ein?

(8) Man bestimme den Betrag von Vektor @ aus Aufgabe 1 und die Winkel,
die @ mit den drei Koordinatenachsen einschliesst.
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(9) Von einem zweidimensionalen Vektor @ sind der Betrag |@| = 12 und
der Winkel o« = 35° zur z-Achse bekannt. Wie lauten die Komponenten
von a?

(10) Man berechne den Betrag der Resultierenden der ebenen Kriifte F} =
(3,1) und F» = (1,2), sowie ihren Winkel zur z-Achse.

(11) Man zerlege den Vektor ¢ = é in Richtung der Vektoren a@ =
1
daB gilt: @= A@ + pb.
Man 16se die Aufgabe auch graphisch.

< i > und b = ( -1 >7 d.h., man ermittle die Zahlen A und p derart,

(12) Wie lautet der Einheitsvektor éz, der die gleiche Richtung wie der

Vektor
1
a= 4 hat?
3

(13) Man zeige, da8 das Viereck ABC'D mit A = (0,0), B = (4,1), C =
(5,6) und D = (—3,4) ein Trapez ist. (Definition eines Trapezes: =
Viereck, bei dem zwei Seiten parallel sind.)

(14) Man zeige: die Vektoren @ und b sind zucinander orthogonal

-2 . 1 3 B 1
@a=| 1 |.o=( -2, ma=|-1]0b=]c¢
4 1 1 3

(15) Man ermittle den Mittelpunkt M der Strecke zwischen P = (2,1,1)
und @ = (4,5,7).

(16) Gegeben sind die drei Eckpunkte eines Dreiecks
A= (17 07 _2)7 B = (57 9> 3)1 C= (3a 37 5)

Berechnen sie die Koordinaten des Schwerpunktes.

Hinweis: Die Schwerpunktslinien gehen durch einen Eckpunkt und
den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite. Die Schwerpunktslini-
en werden durch den Schwerpunkt im Verhé&ltnis zwei zu eins geteilt.
Machen sie eine Skizze und berechnen sie den Ortsvektor des Schwer-
punktes.
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(17) Man berechne die Determinanten mit der Regel von Sarrus

1 4 2 2 1 -3
a)| 0 3 1], bB|lo 2 1
-2 0 3 2 3 -2
(18) Man ermittle das Kreuzprodukt der Vektoren:
2 4 3 6
(@) a=|1 |,b=[51], ® a=| 1 |,b=| 2
1 4 -2 —4

(19) Man iiberlege sich wie man den Abstand eines Punktes von einer Ebene
berechnen kann. Die Ebene sei durch einen Punkt und zwei Richtungs-
vektoren gegeben.

(20) Man betrachte im R3 zwei Geraden g; und g9, die durch
gi = {pi +tv; | t € R}, 1=1,2
gegeben sind, wobei
p1=(1,1,2),v1 =(2,0,1), ps =(0,-1,3),v9 = (1,1,1).
Wie grof} ist der Abstand a zwischen g; und go?
(21) Man lose mittels Gauss’schem Algorithmus

x + y - z =9
8y + 6z = —6
—2x 4+ 4y — 6z = 40



Anhang D

Beschreibende Statistik
und Zusammenhangs-
analysen

D.1. H&aufigkeitsverteilung einer Stichprobe

Ein Beispiel aus der Qualitédtssicherung: Ein Unternehmen fiillt Marmelade in Gléser ab. Die vorge-
schriebene Fiillmenge ist 400g. Der Abfiillprozess ist aber nicht so vollkommen, dass alle Abfiillmengen
gleich ausfallen. Dafiir gibt es verschiedene Griinde, wie etwa Abnutzung der verwendeten Automa-
ten, menschliche Unzulédnglichkeiten, usw.. Die Abfiillmengen werden also mehr oder weniger stark
vom vorgegebenen Sollwert 400g abweichen; man sagt, dass sie um diesen Wert streuen. Das ist dem
Hersteller (und dem Abnehmer) bewuft, und er wird daher auch solche Abfiillmengen akzeptieren,
die nur geringfigig vom Sollwert abweichen, zum Beispiel um 5g nach oben oder unten. Nun wird es
aus Zeit- und Kostengriinden nicht méglich sein, jedes einzelne abgefiillte Glas zu kontrollieren. Der
Hersteller wird daher in regelmdffigen Zeitabstinden (z.B. stiindlich) eine gewisse gleichbleibende An-
zahl von abgefiillten Glisern (z.B. jeweils 10 Stiick) wahllos (d.h. zufdillig) aus der laufenden Abfiillung
herausgreifen und ihre Fiillmenge messen. Man spricht von (Zufalls-)Stichproben vom Umfang 10, die
aus der Grundgesamtheit (hier z.B. die Tagesproduktion an abgefiillten Glisern) entnommen wer-
den. Die gemessenen Fiillmengen einer solchen Stichprobe kénnten folgendermafien aussehen (in g):
399, 401, 400, 399, 400, 403, 399, 401, 396, 399. Diese Daten werden zunichst iibersichtlich dargestellt.
Danach werden aus ihnen verschiedene Kennwerte berechnet, die moéglichst viel Information iiber
die Stichprobe geben sollen, wie zum Beispiel ein Mittelwert und ein Maf fiir die Streuung der Da-
ten um den Mittelwert. Bis hierher spricht man von der beschreibenden Statistik. Anschlieend
kann man mithilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung den Stichprobenbefund auf die Grundgesamtheit

verallgemeinern. Die dabei angewandten statistischen Verfahren werden als schlieBende (oder auch

367
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beurteilende) Statistik bezeichnet.
Eine grundlegende Aufgabe der Statistik besteht darin, Informationen iiber
bestimmte Merkmale von Objekten zu gewinnen, ohne dass dabei alle Objekte
untersucht werden miissen.

Die Untersuchung aller Objekte ist in der Regel gar nicht moéglich, da es zu viele Objekte sind oder weil
die Untersuchung der Objekte diese unter Umstédnden zerstdrt - wenn man z.B. an der Lebensdauer

einer Gliihbirne interessiert ist, dann muss man sie bis zur Zerstérung belasten.

Die Menge aller interessierenden Objekte nennt man die Grundgesamtheit ()
(z.B. die Tagesproduktion an abgefiillten Glisern, alle Einheiten einer Liefe-
rung, alle Wahlberechtigten in Osterreich, usw.). Aus dieser Grundgesamtheit
werden zufillig n Objekte (statistische Einheiten, Merkmaltréiger) w; aus-
gewihlt, sodass ein verkleinertes Abbild der Grundgesamtheit gewonnen wird.
Man spricht von einer (Zufalls-)Stichprobe P C Q2 vom Umfang n = |P|.
An der Stichprobe beobachtet man ein oder mehrere Merkmale X (z.B. die
Fiillmenge, die Lebensdauer, das Alter, den Beruf, usw.). Die Darstellung der
Stichprobendaten X (P) (eine Teilmenge von M, der Menge aller méglichen Da-
tenE] ((Merkmals-) Ausprigungen)) und die Ermittlung von Kennwerten der
Stichprobe ist die Aufgabe der beschreibenden Statistik. Die Verallgemei-
nerung auf die Grundgesamtheit mithilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist
Gegenstand der schlielenden Statistik.

Es ist zu beachten, dass die dabei gewonnenen Gesetzméfligkeiten sich nicht auf ein einzelnes Element
der Grundgesamtheit beziehen lassen. Man kann zum Beispiel keine Aussage iiber die Lebensdauer
eines einzelnen Menschen machen, wohl aber iiber die mittlere Lebensdauer einer Bevolkerungsgruppe.

Daher kénnen Lebensversicherungen bestimmte altersabhingige Pramien vorschreiben.

Wir wollen nun den Begriff Merkmal prézisieren

Definition D.1. Fin Merkmal X ist eine Abbildung von der Grundgesamtheit
Q in die Menge der Merkmalsausprigungen M

X : Q= M mit X(w;) =z; € X(Q). (D.1)

Man unterscheidet quantitative und qualitative Merkmale abhéingig von
den Strukturen (Ordnungen, innere algebraische Verkniipfungen, Metriken) die
die Menge M besitzt. Quantitative Merkmale kénnen auf einer metrischen
Skala dargestellt werden. Beispiele dafiir sind Gréfle, Temperatur, Laufzeit,
Beschiftigtenanzahl, usw.. Ist eine Darstellung auf einer metrischen Skala nicht

IWerden mehrere Daten erhoben, hat M die Struktur eines Cartesischen Produkts.
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moglich, dann spricht man von einem qualitativen Merkmal. Beispiele dafiir sind
Farbe, Beruf, Fehlerart, usw.. Je nach Art des Merkmals verwendet man unter-
schiedliche Methoden zur Beschreibung der ermittelten Daten. Beim quantita-
tiven Merkmal ,,Grofle“ kann zum Beispiel ein arithmetisches Mittel berechnet
werden, was beim qualitativen Merkmal ,, Farbe“ nicht mdglich ist. Wir werden
uns hier in erster Linie auf quantitative Merkmale konzentrieren.

Auch Merkmale, die auf einer Ordinalskala dargestellt werden kénnen, die also einem natiirlichen
Rang nach geordnet werden kénnen, zéhlt man zu den qualitativen Merkmalen. Beispiele dafiir sind

die Merkmale ,,Giiteklasse®, ,,Schulnote®, ,, Erdbebenstiarke®, usw..

D.1.1. Absolute und relative Haufigkeit. Wie erfait man nun eine Stich-
probe? Zunichst werden die n beobachteten Stichprobenwerte (ai,as,...,a,)
(auch Messwerte, Daten oder Ausprigungen genannt) nacheinander notiert.
Die so entstehende Liste (n-Tupel) bezeichnet man als Urliste. Im Allgemeinen
werden dabei gewisse Werte mehrmals auftreten. Bezeichnen wir diese verschie-
denen Werte mit x1,xo, ...,z € Mﬂ und zdhlen wir, wie oft jeder dieser Werte
in der Stichprobe auftritt. Diese Anzahl h; nennt man die absolute Héufig-
keiiﬂ des Stichprobenwertes x; (i = 1,..., k). Die relative Haufigkeit f; jedes
Wertes z; erhidlt man, wenn man die absolute Haufigkeit h; durch die Anzahl
n aller Daten dividiert:

fi=—. (D.2)

Die Summe der absoluten Haufigkeiten ergibt den Umfang der Stichprobe, d.h.
es ist hy +- - -+ hg = n. Die Summe der relativen Haufigkeiten ist fi+-- -+ fr =
1. Durch die Angabe der verschiedenen auftretenden Stichprobenwerte z; und
ihrer absoluten Héaufigkeiten h; bzw. ihrer relativen H&aufigkeiten f; wird die
Stichprobe vollstéindig beschrieben.

Beispiel D.1. Absolute und relative Hiufigkeit

Bei einem Abfiillprozess wird eine Stichprobe vom Umfang n = 20 genommen.
Folgende Abfillmengen (in Gramm) werden dabei notiert (Urliste): (400, 399,
398, 400, 398, 399, 397, 400, 402, 399, 401, 399, 400, 402, 398, 400, 399,
401, 399, 399). Geben Sie die absoluten und die relativen Hiufigkeiten der
Messwerte an.

2gs gilt daher: {x1,22,...,2x} = {a1,a2,...,an}, da in einer Menge nur verschiedene Elemente
zéhlen.

3 hy = | X ~1(z;)| ist die Michtigkeit der Urbildmenge von x;.
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Losung zu D.1. Die geordnete Urliste ist: (397, 398, 398, 398, 399, 399, 399,
399, 399, 399, 399, 400, 400, 400, 400, 400, 401, 401, 402, 402). Es kommen
darin k = 6 verschiedenen Werte x1,...,xg vor:

(397,398, 399, 400, 401, 402)

vor. Der Wert x1 = 397 wurde einmal gemessen, daher ist seine absolute
Haufigkeit gleich hi = 1 und seine relative Hdaufigkeit gleich f1 = %. Der
Wert xo = 398 wurde dreimal gemessen, daher ist ho = 3 und fo = %, USW. .
Absolute und relative Hdufigkeiten aller Werte sind in der folgenden Tabelle
angefithrt. Oft ermittelt man dabei die absoluten Hdufigkeiten zundchst mithilfe
einer Strichliste:

Hiufigkeitsverteilung der Stichprobe
Stichprobenwert x; 397 | 398 | 399 | 400 | 401 | 402

Strichliste I s I

absolute Hiufigkeit h; | 1 3 7 51 21 2 [> h=20
relative Haufigkeit f; % 2% % i % Tlo Y fi=1
Zur Kontrolle haben wir in der letzten Spalte die Summe iiber alle absoluten
Hiufigkeiten (sie muss gleich dem Stichprobenumfang sein) bzw. die Summe
iber alle relativen Hdufigkeiten (sie muss gleich 1 sein) berechnet: Z?:1 h; =
1+3+7+5+2+2=20und >0 fi=m+ o+t m+ti+ts+ms=1 N

D.1.2. Darstellungen von Hé&ufigkeitsverteilungen. Die Haufigkeitsver-
teilung einer Stichprobe lédsst sich graphisch durch ein sogenanntes Stabdia-
gramm darstellen. Dabei werden auf der z-Achse die verschiedenen Stichpro-
benwerte x; aufgetragen und dariiber jeweils ein ,,Stab“, dessen Hohe propor-
tional der zugehorigen (absoluten oder relativen) Haufigkeit ist. Die Breite des
Stabes spielt dabei keine Rolle. In Abbildung ist das Stabdiagramm zu

Beispiel dargestellt.

fi - 100 (relative Hiufigkeit in %)

40 35
30 25
20 15

10 10
105
0 LB
397 398 399 400 401 402
Stichprobenwerte x;

Abbildung D.1. Stabdiagramm

Bei Stichproben mit vielen verschiedenen Messwerten x; fasst man mehrere
Werte in Intervalle, sogenannte Klassen, zusammen. Man zéhlt dann, wieviele
Stichprobenwerte in die einzelnen Klassen fallen. Die Anzahl h; der Stichpro-
benwerte, die in die i-te Klasse fallen, nennt man die (absolute) H&ufigkeit
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der i-ten Klasse. Dividiert man diese Anzahl durch die Gesamtanzahl n aller
Stichprobenwerte, so erhidlt man die relative Haufigkeit f; = % der i-ten
Klasse. Sehen wir uns das gleich anhand eines Beispiels an:

Beispiel D.2. Klassenbildung bei umfangreicher Stichprobe

Gegeben ist folgende (bereits geordnete) Urliste einer Stichprobe vom Umfang
20: (3, 7, 12, 18, 19, 20, 25, 25, 27, 28, 29, 31, 32, 34, 37, 38,40, 41, 45, 47).
Gruppieren Sie die Stichprobenwerte in geeignete Klassen und bestimmen Sie
die absoluten und die relativen Haufigkeiten der Klassen.

Lésung zu D.2. Die Klassen miissen alle Stichprobenwerte iberdecken. Der
kleinste Stichprobenwert ist 3, der grif$te ist 47. Wir kénnen daher zum Bei-
spiel die Intervalle [0,10), [10, 20), [20, 30), [30,40), [40,50) als Klassen wdihlen.
Zur ersten Klasse [0,10) zdhlen alle Stichprobenwerte x; mit 0 < x; < 10. Da-
mit fallen die Stichprobenwerte 3 und 7 in diese Klasse, also ist ihre absolute
Hiufigkeit hy = 2. In die zweite Klasse [10,20) fallen die Stichprobenwerte mit
10 < x; < 20, also 12, 18, und 19; damit ist he = 3. In der dritten Klassen
liegen die Stichprobenwerte 20, 25, 25, 27, 28 und 29, daher ist hs = 6, usw..
Die relative Hiufigkeit der ersten Klasse ist fi = 2% = 0.1, usw.. Alle absoluten
und relativen Hdaufigkeiten sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Hiufigkeitsverteilung der klassierten Stichprobe

Klasse [0,10) | [10,20) | [20,30) | [30,40) | [40,50)
Strichliste I I | i [
absolute Hdaufigkeit h; 2 3 6 5 4
relative Haufigkeit f; % 2% % i %

Damit bedeutet jede Klasseneinteilung natiirlich einen Informationsverlust, da nur noch angegeben
wird, wieviele Werte in einer Klasse liegen, jedoch nicht mehr, wo sie zwischen den Klassengrenzen
liegen. Viele Klassen bedeuten weniger Informationsverlust, weniger Klassen bedeuten eine griéflere

Ubersicht. Hier muss man also einen Kompromiss finden.

Fiir die Klassenbildung gibt es gewisse ,, Faustregeln®, unter anderem:

e Die Klassen sollten gleich breit gewihlt werden (im obigen Beispiel war jedes
Intervall 10 Einheiten lang).

e Die Anzahl der Klassen sollte etwa zwischen 5 und 20 liegen, jedoch /n nicht
wesentlich iiberschreiten (wobei n der Umfang der Stichprobe ist). Das stellt
bis zu einem gewissen Grad sicher, dass alle Klassen ,,gut gefiillt“ sind.

e Die Klassengrenzen sollten moglichst einfache Zahlen sein und wenn mdoglich
nicht mit Stichprobenwerten zusammenfallen.
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Die Haufigkeitsfunktion f wird graphisch dargestellt, indem man iiber den ein-
zelnen Klassen Rechtecke zeichnet, deren Hohe proportional f;‘ ist. Dadurch
wird die Fldche eines Rechtecks ein Maf3 dafiir, wieviele Stlchprobenwerte in der
zugehorigen Klasse liegen. Diese graphische Darstellung von klassierten Stich-
proben nennt man ein Histogramm. Abbildung zeigt das Histogramm der
klassierten Stichprobe aus Beispiel [D.2]

Bei einem Histogramm soll die Fliche (und nicht die Héhe) des Rechtecks ein Maf fiir die Anzahl
der Messwerte sein, die in die jeweilige Klasse fallen. Das hat den Vorteil, dass sich die graphische
Darstellung dann kaum &dndert, wenn zwei Klassen zusammengelegt werden. Wenn alle Klassen gleich
breit sind, dann kann man die Hohe der Rechtecke proportional f; wihlen. Dann ist sowohl die Hohe
als auch die Fliache eines Rechtecks ein Maf} dafiir, wie oft ein Stichprobenwert in die jeweilige Klasse
fallt. Wenn die Klassen aber nicht gleich breit sind, dann muss man als Héhe des Rechtecks (einen

fi

Wert proportional) x4 wihlen, wobei Az; die Breite der jeweiligen Klasse ist. Dann ist die Fldche

des Rechtecks iiber der Klasse ¢ gleich Af; - Az; = f;, also wie gewiinscht ein Maf fiir die relative

Haufigkeit der Klasse.

10+

8_

6- 6 5 .

a4 , _3

2

0 T /‘/ T T T
5 15 25 35 45

Abbildung D.2. Histogramm einer klassierten Stichprobe

D.1.3. Empirische Verteilungsfunktion. Zur Einfithrung der empirischen
Verteilungsfunktion betrachten wir folgendes Beispiel. Gegeben sei die Liste der
Korpergrofien (in cm) einer Gruppe von Studenten.

liste = (175,180, 183,192, 186, 175, 163, 169, 172, 180, 188, 178, 186, 170, 166,
189,178,174, 164,160, 176,192, 174, 170,170, 177, 172, 185,174, 172, 162, 184).

Man berechnet nun fiir die geordnete Liste der verschiedenen Kérpergréfien x;
die relativen Héufigkeiten hj;.

h—(l()l 1 101001 30303 2 1 1 20
T 3277732732732 32 3273277732777 327327327327 32’

2 1 1 1 2 1 1 0.0 2
2ttty
und erzeugt damit die Funktion F'(z) folgendermaflen: F'(x) ist die Summe der
relativen Haufigkeiten h; mit z; < x. Die sich ergebene Funktion F(z) ist in

Abbildung dargestellt.
Allgemein ergibt dies die folgende Definition.
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Abbildung D.3. Empirische Verteilungsfunktion der Kérpergrofien

Definition D.2. Seien hi,...hy die relativen Hdufigkeiten der reellen Merk-
malsausprigungen x1,xa, ...,y einer Stichprobe (x1,...,x,). Dann heifit die
Funktion F(x): R — [0, 1]
n 0 fir x <
1 ¢ )
F(z):= ;ZI(% < ) — D=1 hy firzs <z <zs

g=t 1 fir xp <z
die empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe. Sie ist eine monoton wach-
sende Funktion von 0 bis 1. I bezeichnet hier die charakteristische Funktion.

D.1.4. Simpson-Paradoxon. Das Simpson-Paradoxon spiegelt die Tatsache
wider, dass die Durchschnittsbildung von Durchschnitten verschiedener Popu-
lationen nicht notwendigerweise den Durchschnitt der zusammengefassten Po-
pulation ergibt.

Bekannt wurde es durch die Klage gegen die Universitat Berkeley in den 1970-
ern. Es wurde behauptet, dass die weiblichen Studenten bei der Zulassung zum
Studium benachteiligt wurden. Anbei ein Auswahl der Daten[]

4Siche: http://www.stat.berkeley.edu/~stark/SticiGui/Text/experiments.htm, bei Fach F
sind die Zahlen der verschiedenen Quellen verschieden: 272 oder 373.
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Fach | m. Bewerber | zugelassen | in % || w. Bewerber | zugelassen | in %
A 825 512 62 108 89 82
B 560 353 63 25 17 68
D 417 138 33 375 131 35
F 373 22 6 341 24 7
Summe 2175 1025 47 849 261 31

Obwohl in diesem Beispiel in jedem Fach die weiblichen Bewerber bevorzugt
sind, ergibt sich in der Gesamtschau eine scheinbare Benachteiligung der weib-
lichen Bewerber. Der Grund dafiir ist, dass sich die weiblichen Bewerber vor
allem Féacher mit geringeren Aufnahmechancen ausgesucht haben.

Man kann sich das auch mit zwei Athleten eines Duathlonbewerbes (Laufen
und Radfahren) vorstellen. Es sei Athlet A der bessere Liufer und Radfahrer.
Wenn man aber Athlet A 10km laufen und 1km radfahren ldsst und Athlet B
1km laufen und 10km radfahren gewinnt trotzdem Athlet B.

Dieses Phédnomen tritt sehr oft bei statistischen Auswertungen in den Sozial-
wissenschaften und in der Medizin (z.B. Medikamententests) auf.

Betrachtet man einen Test von zwei Dingen z, ¥ in zwei Gruppen A, B, z.B.

Fach | gesamt x | positive x | in % || gesamt y | positive y | in %
A a b b/a c d d/c

B e f f/e g h h/g
bt+f d+h

Summe | a-+e b+ f wre c+yg d+h otg

Allgemein gilt dann, dass aus
b d h
— < — und f < —
a ¢ e g

nicht gefolgert werden kann, dass auch immer

b+ f <d+h
a+te c+g

gilt.

D.2. Kennwerte einer Stichprobe

Statt eine Stichprobe vollsténdig (z.B. durch Angabe ihrer relativen Héufigkei-
ten) zu beschreiben, kann man wesentliche Eigenschaften der Stichprobe bereits
durch einige Kennwerte angeben. Man unterscheidet zwei Arten von Kennwer-
ten: einerseits Lagekennwerte, die Information dariiber geben, wo die Werte
der Stichprobe im Mittel liegen; und andererseits Streuungskennwerte, die
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etwas dariiber aussagen, ob die Stichprobenwerte an einer Stelle konzentriert
sind oder ob sie stark streuen.

Wenn man kurz vom Mittelwert oder durchschnittlichen Wert einer Stich-
probe spricht, dann meint man in der Regel ihr arithmetisches Mittel

1 1 <
a;:n(x1+-~+xn):n;:ci.

Hier ist n der Umfang der Stichprobe und z1, ..., z, sind die gemessenen Werte
der Stichprobe (die im Allgemeinen nicht alle verschieden sind). Wenn wir mit
x1,...,T die verschiedenen Werte einer Stichprobe bezeichnen, und wenn der
Wert z; in der Stichprobe h;-mal vorkommt, dann lautet die Formel fiir das
arithmetische Mittel

k
1
z= ﬁ(hlxl + o hgag) = Z;fzxz (D-3)

Beispiel D.3. Arithmetisches Mittel einer Stichprobe
Gegeben ist die Stichprobe (1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4). Berechnen Sie ihr arith-
metisches Mittel.

Loésung zu D.3. Das arithmetische Mittel dieser 11 Stichprobenwerte ist
1
T = ﬁ(1+3‘2+5-3+2'4):2.7.
Mit Mathematica kann das arithmetische Mittel mit Mean berechnet werderl).

In(1]:=Mean[{1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4}]

P
cr11220
" 11

In[2] :=N[%]
Out [2]=2.72727

Ein anderer Lagekennwert ist der Median (auch Zentralwert genannt). Um
ihn zu ermitteln, ordnet man zunéchst die Stichprobenwerte ihrer Grofie nach.
Ist nun der Stichprobenumfang n eine ungerade Zahl, dann gibt es einen Wert
in der Mitte dieser geordneten Liste, und das ist der Median. Ist der Stich-
probenumfang n eine gerade Zahl, dann gibt es in der Mitte der Liste zwei
Stichprobenwerte. Der Median ist dann das arithmetische Mittel dieser beiden
Werte.

5Dazu muss in élteren Versionen ein Statistik-Paket (DescriptiveStatistics) geladen werden.
In Mathematica werden n-Tupel mit geschlungenen Klammern {...} geschrieben.
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Beispiel D.4. Median einer Stichprobe
a) Berechnen Sie den Median der Stichprobe aus Beispiel .
b) Berechnen Sie den Median der Stichprobe (1,2,2,2,3,3,3,3,3,4).

Lésung zu D.4.
a) Wir schreiben die Stichprobenwerte der Grif$e nach geordnet an und bestim-
men den Wert in der Mitte

(1,2,2,2,3,3,3,3,3,3,4).

Der Median ist also 3.
b) Da die Anzahl der Stichprobenwerte nun 10, also eine gerade Zahl ist, gibt
es zwei Werte in der Mitte

(1,2,2,2,3,3,3,3,3,4).

Der Median ist das arithmetische Mittel dieser beiden Werte, also gleich 3.
Mit Mathematica kann der Median folgendermajen berechnet werden:

In[3]:=Median[{1,2,2,2,3,3,3,3,3,4}]
Out [3]=3
|

Das arithmetische Mittel beriicksichtigt alle Stichprobenwerte, insbesondere auch ,, Ausreiflier”; der Me-
dian hingegen ist unempfindlich gegeniiber Ausreiflern. Das statistische Zentralamt berechnet daher
zum Beispiel fiir das mittlere Einkommen in Osterreich nicht das arithmetische Mittel aller Einkom-
men, sondern das Medianeinkommen. Das ist also jener Wert, iiber bzw. unter dem genau die Hélfte
aller erzielten Einkommen liegt. Im Unterschied zum arithmetischen Mittel gibt das Medianeinkom-
men einen unverzerrten sozialen Uberblick iiber die Gehaltsstruktur, da die Ausreifier nach oben - also

extrem hohe Gehélter - nicht berticksichtigt werden.

Weitere Lageparameter - als Verallgemeinerung des Medians - sind die soge-
nannten Quantile:

Wenn x1,...,x, die geordneten Stichprobenwerte sind, und 0 < p < 1, so
heif3t
7 :{ o TR EZ (D.4)
P 7(@np + Tnpt1), np €L

das p-Quantiﬁ Ein p-Quantil zerlegt die geordneten Stichprobenwerte also in
zwel beliebig grofie Teile. Wenn zum Beispiel p = 0.15, so gibt das Zg15 die
Stelle an, an der 15% der kleinsten Stichprobenwerte von den iibrigen getrennt

6Dabei bezeichnet [k] den ganzzahligen Anteil einer Zahl k (floor-Funktion).
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werden. Haufig verwendet werden insbesondere Zg .95 und Zg.75, die gemeinsam
mit dem Median als Quartile bezeichnet werden: Zg o5 ist das erste Quartil,
(der Median ist in diesem Sinn das zweite Quartil) und g 75 das dritte Quartil.
Durch die Quartile wird die geordnete Stichprobe also geviertelt.

Mit Mathematica erhilt man das p-Quantil mit Quantile[data, p].

Der Modalwert, das ist der am haufigsten auftretende Stichprobenwert: zum
Beispiel in der Stichprobe ,rot, rot, griin, blau, blau, blau“ ist ,,blau“ der Mo-
dalwert.

Als néchstes suchen wir ein geeignetes Streuungsmaf}, das die ,, Breite“ der Stich-
probe angibt.

Was konnten wir als Streuungsmafl verwenden? - Betrachten wir zum Beispiel die Stichproben A:
(1,1,5,9,9) und B: (3,4,5,6,7). Beide haben denselben Mittelwert z = 5, trotzdem streuen die Werte
unterschiedlich um Z. Intuitiv wiirde man sagen, dass die Daten A stédrker streuen, weil hier die
Stichprobenwerte ,,im Durchschnitt® weiter von Z = 5 entfernt sind als bei den Daten B. Versuchen
wir, das durch eine Kennzahl auszudriicken:

a) Berechnen wir z.B. das arithmetische Mittel der Differenzen x; — & der Stichprobenwerte vom
Mittelwert so sieht man leicht, dass dies bei beiden Stichproben 0 ergibt. Die mittlere Differenz z; — =
sagt also nichts iiber die Streuung aus.

b) Probieren wir als néchstes den mittleren Abstand der z; von Z:

3.2

1
Aig[\1—5\+\1—5|+l5—5|+l9—5l+l9—5|]

1.2

1
B:g[\SfS\+\475|+|575|+|675|+|775|]

Mit diesem Maf} streuen also die Daten A tatsichlich stirker als die Daten B.
¢) Versuchen wir nun noch die mittlere quadratische Abweichung der z; von Z:

12.8

A:é[(l75)2+(175)2+(575)2+(975)2+(975)2]
B:é[(3—5)2+(4—5)2+(5—5)2+(6—5)2+(7—5)2] — 920

Also haben die Daten A auch mit diesem Maf eine gré8ere Streuung als die Daten B. Es sprechen nun
einige Griinde dafiir, eher dieses Streuungsmaf zu verwenden als den mittleren Abstand:

o Es vermeidet das Rechnen mit Betragen

e Quadrieren ,bestraft* grofie Abweichungen, da Quadrate von Zahlen > 1 grofler sind als die ur-
spriinglichen Zahlen.

e Wenn man einen optimalen ,Repridsentanten“ a der Stichprobenwerte sucht in dem Sinn, dass
S(a) = (a—x1)%2 + - + (a — z»)? minimal sein soll, dann kann man leicht nachrechnen, dass dieses

a gerade das arithmetische Mittel Z ist.

Betrachten wir also eine Stichprobe (z1,...,z,) vom Umfang n. Ein Maf} dafiir,
wie sehr die Stichprobenwerte x; um ihren Mittelwert T streuen, ist die mittlere



378 D. Beschreibende Statistik und Zusammenhangsanalysen

quadratische Abweichung oder (Stichproben-) Varianzﬂ

PR o P (D.5)

n—14

Man schreibt die Varianz symbolisch 52, da man als Ma8 fiir die Streuung 6fters
auch ihre Wurzel

n

5=, ! > (i -2 (D.6)
=1

verwendet, die sogenannte (Stichproben-) Standardabweichung. Sie hat
den Vorteil, dass sie dieselbe Einheit hat wie die einzelnen Stichprobenwerte
(z.B. Gramm anstelle von Gramm?; man daher z.B. von einer Streuung von
s = 5 Gramm sprechen). Wenn wir mit x1,...,z; die verschiedenen Werte
dieser Stichprobe bezeichnen, dann kann man die Formel auch mithilfe der
absoluten bzw. relativen Haufigkeiten anschreiben:

1 k k
s = ;hi(@ —a)l = : ;fi(:ci — )2 (D.7)

n—1 n

Sie haben sich vielleicht gewundert, warum man bei s2 durch n — 1 dividiert anstelle durch n. Der
Grund fiir diese Konvention ist, dass die durch n — 1 dividierte Summe bessere Schdtzeigenschaften
fiir die schlieende Statistik hat. Dort schdtzt man die Varianz einer Grundgesamtheit mithilfe der
Stichprobenvarianz s2. Wiirde man die Stichprobenvarianz mit n im Nenner definieren, dann wiirde

diese Schitzung im Mittel zu klein ausfallen.

Die Standardabweichung sagt nun folgendes aus: je kleiner s (bzw. s?) ist, umso
starker sind die Messwerte um den Mittelwert & konzentriert. Man kann zei-
gen, dass s immer grofer als der mittlere Abstand der Messwerte von Z ist. Im
Spezialfall, dass alle Messwerte gleich sind, ist s gleich 0.

Oft findet man die Formel

1 n
82 = <Zw$—naz2>
i=1

n—1

Sie ist gleichwertig zur Formel oben, denn: (n—1) s2 = 30 | (22 —22;2+22) = > 1 1 222230 | @+

=2 _ 2 2 =2 N o2 =2 R n -
ng? =3 " 27 —2nz°+nx” =3 " | 7 —nZ’. Bei dieser Rechnung wurde verwendet, dass Y 7" ; x; =

2_
nZ ist und dass Y ; 22 = nz? ist.

"Es wird aber auch von manchen die Definition mit Division durch n statt n — 1 verwendet!
http://mathworld.wolfram.com/Variance.html
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Ein weiteres, eher grobes Streuungsmaf ist die Spannweite R (engl. range)
R = Tymaz — Tmin,

wobel Xyq, der grofite und x,,;, der kleinste Stichprobenwert ist. R ist zwar
leichter zu berechnen als s, enthilt aber nicht so viel Information (R beriick-
sichtigt nur den kleinsten und den grofiten, s hingegen alle Stichprobenwerte).
Auflerdem wird R durch ,,Ausreifler” stéirker beeinflusst.

Beispiel D.5. Standardabweichung und Spannweite einer Stichprobe
Berechnen Sie die Standardabweichung und die Spannweite der Stichprobe
(1,1,2,2,3,3,3,3,4,4,7).

Lésung zu D.5. Der Umfang der Stichprobe ist n = 11, das arithmetisches
Mittel ist & = 3. Die Varianz ist daher
1
§% = 20— 32 +2(2-3)2+4(3-3)?+2(4 -3+ (7-3)*] =28

Der mittlere Abstand ist kleiner als s = /2.8 = 1.7, d.h., die Stichprobenwer-
te sind im Mittel um weniger als 1.7 von T = 3 entfernt. Die Spannweite ist
r=7—1=6. Mit Mathematica erhdlt man die Varianz, Standardabweichung
und Spannweite mit Variance, StandardDeviation bzw. Spannweite:

In[4] :=Spannweite[data_] := Max[data] — Min[data];
data ={1,1,2,2,3,3,3,3,4,4,7};
{Varlance [data],StandardDeviation|[datal, SampleRange[datal}

Out [4]= { \/7 6}

Manchmal wird auch der Interquartilsabstand d = g3 — ¢; als Streuungsmaf
verwendet.

Eine sehr haufig verwendete graphische Darstellungsform von numerischen Da-
ten (z.B. in der Medizin) ist der Boxplot. Dabei werden 5 Merkmale zusam-
mengefasst und iiblicherweise in vertikaler Form dargestellt. Dabei erstreckt
sich ein Rechteck (Box) vom unteren Quartil zum oberem Quartil. Es enthélt
den Median markiert durch einen Strich. Weiters werden der maximale und der
minimale Wert der Daten als weitere Striche eingezeichnet und durch diinne
Linien (Wiskers) mit dem Rechteck Verbundenﬂ

Anbei ein Beispiel mit Mathematica. Gegeben sei die Liste der Korpergrofien
einer Gruppe von Studenten. Den Boxplot erhélt man mit BoxWhiskerChart

8Fiir die Lage der Wiskers gibt es auch noch andere Definitionen.
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Infs]:=data = {175, 180, 183, 192, 186, 175, 163, 169, 172, 180, 188, 178, 186,
170, 166, 189, 178, 174, 164, 160, 176, 192, 174, 170, 170, 177, 172, 185,
174,172,162, 184};

BoxWhiskerChart[data]

Out[5]=

190
185
180 - ]
175f
170; —
165f

160 - ]

Abbildung D.4. Beispiel fiir den Boxplot der Korpergrofien einer Gruppe
von Studenten: Minimum = 160, 0.25-Quantil = 170, Median = 175 (bzw.
0.5-Quantil), 0.75-Quantil = 183, Maximum = 192.

D.3. Lineare Korrelation und Regression

In den bisherigen Beispielen wurde immer nur ein Merkmal der Stichprobe beob-
achtet (gemessen). Misst man zwei Merkmale in derselben Stichprobe, so kann
man fragen, ob es zwischen diesen beiden Merkmalen einen Zusammenhang
gibt.

Die Seitenldnge und die Fliche eines Quadrates stehen zum Beispiel in einem exakten Zusammenhang,.
Zwischen Werbeausgaben und Umsatz eines Unternehmens besteht auch ein Zusammenhang, dieser
ist aber ein statistischer Zusammenhang: man kann sagen, dass ein Unternehmen eher mehr Umsatz
machen wird, wenn es mehr fiir Werbung ausgibt, aber man kann den Zusammenhang zwischen diesen
beiden Merkmalen nicht exakt durch eine Gleichung ausdriicken. Andere Beispiele fiir einen statisti-
schen Zusammenhang sind: Gewicht und GroBe einer Person (eine grofiere Person ist eher schwer),

Auflentemperatur und Verbrauch an Mineralwasser, usw.

Fin Gefiihl dafiir, ob es einen Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen gibt,
kann man bekommen, wenn man die Messwerte der beiden Merkmale graphisch
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als Punkte in der (z,y)-Ebene darstellt. Die so erhaltene Punktwolke nennt
man Streudiagramm.

Beispiel D.6. Streudiagramm von zwei zusammenhingenden Merk-
malen

Von 15 zufillig ausgewdhlten erwachsenen Personen wird deren Grifle x und
Gewicht y gemessen. Es ergeben sich folgende Wertepaare (x;,y;) in cm bzw.
kg: ((163,59), (165,62), (166,65), (169,69), (170,65), (171,69), (171,76),
(173,73), (174,75), (175,73), (177,80), (177,71), (179,82), (180,84),
(185,81)). Stellen Sie diese Daten graphisch durch ein Streudiagramm dar.

Lésung zu D.6. Wir tragen in x-Richtung die Korpergrifie auf und in y-
Richtung das Gewicht. Die Daten der ersten Person werden daher durch den
Punkt (163,59) dargestellt, usw.. Man erhdlt dann das Streudiagramm aus Ab-
bildung[D.5. Aus dieser Abbildung kann man gut die Tendenz ,je grifer, umso

CGewi cht y
85

80
75
70
65
60

165 170 175 180 185 O 08sseX
Abbildung D.5. Streudiagramm

schwerer® herauslesen.

Mit Mathematica erhdlt man dieses Diagramm leicht auf folgende Weise: die
Stichprobendaten werden als Liste eingegeben (z.B. mit dem Variablennamen
data)

In(6]:=data = {{163,59}, {165,62},{166,65}, {169,69}, {170, 65}, {171, 69},
{171,76},{173,73}, {174, 75}, {175, 73}, {177,80}, {177,771},
{179, 82}, {180, 84}, {185, 81}};

Danach wird mit dem Befehl ListPlot die Graphik in Abbildung[D.J erzeugt:

In[7]:=ListPlot[data,PlotRange— > {{160, 187}, {55,85}}]
(Hier wurde auch der dargestellte x,y-Bereich mit PlotRange festgelegt.) M

Nun ein Beispiel fiir zwei Merkmale, von denen man nicht erwartet, dass sie
zusammenhéngen:
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Beispiel D.7. Streudiagramm von zwei nicht-zusammenhingenden
Merkmalen

Von 15 zufdllig ausgewdhlten erwachsenen Personen wird deren Grifle x und
thr monatliches Finkommen y gemessen. Es ergeben sich folgende Wertepaare
(xi,yi) in cm bzw. Euro : ((163,2900), (165,1100), (166,3600), (169,2300),
(170,4000), (171,5600), (171,2100), (173,5100), (174,3400), (175,1800),
(177,2100), (177,2600), (179,4600), (180,3600), (185,2300)). Stellen Sie die-
se Daten durch ein Streudiagramm dar.

Loésung zu D.7. Wir tragen nun in z-Richtung wieder die Korpergrofie auf
und in y-Richtung das monatliche Einkommen. Das Streudiagramm ist nun
in Abbildung [D.6] dargestellt. Die Punkte liegen ziemlich regellos verteilt. Es

Ei nkonmeny
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Abbildung D.6. Streudiagramm

bestdtigt die Vermutung, dass es zwischen Grifie und Einkommen einer Person
keinen Zusammenhang gibt. |

Ein letztes Beispiel:

Beispiel D.8. Streudiagramm von zwei ,gegensinnig®* zusam-
menhingenden Merkmalen

Die Messung von zwei Merkmalen x bzw. y ergab folgende zehn Wertepaa-
re (xi,yi): ((30,6), (45,5), (45,3), (60,4), (75,3), (80,5), (90,2), (100,4),
(110,2), (120, 3)). Stellen Sie diese Daten durch ein Streudiagramm dar.

Losung zu D.8. Das Streudiagramm ist in Abbildung[D.7 dargestellt. Es lisst
eine gewisse Tendenz erkennen, dass mit grifier werdenen x-Werten die y-
Werte kleiner werden. Ein Beispiel fiir einen solchen ,gegensinnigen® Zusam-
menhang wdre Trainingszeit x und Laufzeit y eines Ldufers. |

Im ersten Beispiel liel das Streudiagramm einen deutlichen Zusammenhang ver-
muten, im zweiten Beispiel keinen, und im dritten einen gewissen, aber nicht
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Abbildung D.7. Streudiagramm

starken Zusammenhang. Es wére nun schén, wenn wir die Stérke des Zusam-
menhangs zwischen zwei Merkmalswerten einer Stichprobe durch eine Kennzahl
ausdriicken koénnten.

Betrachten wir also Paare von gemessenen Werten (z;,y;) einer Stichprobe.
Man spricht hier auch von einer zweidimensionalen Stichprobe. Die z-Werte
konnten z.B. die Korpergrofe, die y-Werte das gemessene Gewicht von Perso-
nen darstellen. Uber das Ausmaf$ des linearen Zusammenhangs gibt uns der
sogenannte (empirische) Korrelationskoeffizient r Auskunft:

Szy
= Y D.8
r= (D.8)
wobei
1 n
Ty = 7 i —X) (Y — Y D.
Sy n—1;(z z)(yi — ) (D.9)
und

1 & 1

_ . 72 — . 7)2

Sg = n—1 E 1(1'2 :‘U) 5 Sy = n—1 E 1(yl y) . (DlO)
1= 1=

Das sieht auf den ersten Blick ziemlich wild aus, ist aber nur halb so schlimm.
Die Zahlen T und 7 sind die arithmetischen Mittelwerte, und die Zahlen s,
und s, sind die (empirischen, d.h. die Stichproben-) Standardabweichungen
der z;-Werte bzw. der y;-Werte. Neu ist nur die Zahl s,,, die (empirische)
Kovarianz genannt wird.

Man nennt den empirischen Korrelationskoeffizient r auch den Bravais’schen oder Pearson’schen

Korrelationskoeffizienten (erfunden wurde er aber von F. Galton). Das Wort ,empirisch* driickt
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aus, dass es sich um eine Kennzahl fiir Stichprobenwerte handelt. Die schliefende Statistik verallge-

meinert mithilfe der empirischen Kennwerte auf die entsprechenden Werte der Grundgesamtheit.

Man kann zeigen, dass r immer zwischen —1 und 1 liegt. Er sagt folgendes iiber
den Zusammenhang der Merkmale in der Stichprobe aus:

e Je néher r bei —1 oder bei 1 liegt, umso besser liegen die Punkte (z;,y;) um
eine Gerade konzentriert.

e Ist r dabei positiv, so werden die Punkte durch eine Gerade mit positiver
Steigung beschrieben. Man spricht in diesem Fall von einem positiven linearen
Zusammenhang oder einer positiven linearen Korrelation. Ist r negativ,
dann werden die Punkte durch eine Gerade mit negativer Steigung beschrieben.
Man spricht dann von einem negativen linearen Zusammenhang oder einer ne-
gativen linearen Korrelation.

e Im Spezialfall r = 1 liegen alle Punkte des Streudiagramms exakt auf einer
Geraden mit positiver Steigung; im Spezialfall r = —1 liegen alle Punkte exakt
auf einer Geraden mit negativer Steigung.

o Ist » = 0, so besteht kein linearer Zusammenhang zwischen den beiden Merk-
malen in der Stichprobe.

Sehen wir uns gleich ein Beispiel dazu an:

Beispiel D.9. Korrelationskoeffizient
Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten der Stichproben aus

a) Beispiel[D.§ b) Beispiel [D.6 ¢) Beispiel[D.7]

Losung zu D.9.

a) Der Mittelwert der x;-Werte ist T = 75.5, der Mittelwert der y;- Werte ist
y = 3.7; die Standardabweichung der x;- Werte ist s, = 30.134, die der y;- Werte
ist s, = 1.3375. Die Kovarianz sy, ist

10
1
Sy = > (zi—75.5)(y; — 3.7)
=1

1
= §[(3O —75.5)(6 —3.7) + (45 — 75.5)(5b — 3.7) + - - - + (120 — 75.5)(2 — 3.7)]
= —25.3889
Damit ist der Korrelationskoeffizient

—25.3889
"= 30134 13375 0099
Erist betragsmdf$ig nicht sehr nahe bei 1, was einen gewissen, aber nicht starken
linearen Zusammenhang der Stichprobenwerte x; und y; bedeutet. Das negative
Vorzeichen von r weist darauf hin, dass tendenziell mit zunehmenden x;- Werten

die y;- Werte fallen (siehe Abbildung .
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b) Nun lassen wir uns lieber von Mathematica helfen und erhalten dann mit
Correlation den empirischen Korrelationskoeffizienten:

In[8]:=xdata = {163, 165,166, 169, 170, 171,171,173, 174, 175, 177,
177,179, 180, 185};
ydata = {59, 62, 65,69, 65,69, 76, 73,75, 73,80, 71,82, 84,81}
Correlation[xdata,ydatal//N

Out [8]1=0.897914

Wir erhalten also eine stirkere Korrelation als im Beispiel a) (da der Wert von
r betragsmdjig néiher bei 1 liegt). Das positive Vorzeichen von r sagt aus, dass
tendenziell mit wachsenden x;- Werten auch die y;- Werte zunehmen (vergleiche

Abb. [D3).

¢) Gleich mit Mathematica:

Info] :=xdata = {163, 165, 166, 169, 170, 171, 171, 173, 174, 175, 177,
177,179,180, 185};
ydata = {2900, 1100, 3600, 2300, 4000, 5600, 2100, 5100, 3400, 1800,
2100, 2600, 4600, 3600, 2300};
Correlation|xdata,ydatal//N

Out [9]=0.0606408

Der Korrelationskoeffizient liegt nun nahe bei 0. Das weist darauf hin, dass die
beiden Merkmale nicht (linear) korreliert sind (wie das zugehérige Streudia-

gramm in Abb. nahelegt). |

Aber Achtung: der Korrelationskoeffizient mifit nur den Grad der linearen Ab-
héngigkeit. Wenn r = 0, so bedeutet das nicht, dass kein Zusammenhang zwi-
schen den Werten x; und y; besteht! Zeichnen Sie etwa das Streudiagramm,
wenn folgende Stichprobe vorliegt: ((—2,5), (—1,2),(0,1), (1,2), (2,5)). Diese
Punkte liegen alle auf der Parabel y = x? + 1. Es besteht hier also sehr wohl
ein Zusammenhang zwischen den x; und den y;, dieser Zusammenhang ist aber
nichtlinear.

Umgekehrt bedeutet eine positive Korrelation aber nicht, dass ein
kausaler Zusammenhang besteht. Zum Beispiel ergab eine Untersuchung
eine starke Korrelation zwischen der Geburtenrate und der Storchenpopulati-
onﬂ Der Schluss, dass der Storch nun die Kinder bringt ist aber nicht richtig!
Dies ist hier offensichtlich, aber wie steht es damit bei anderen Korrelationen?

9Hier ein link dazu https://www.researchgate.net/publication/227763292_Storks_Deliver_
Babies
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D.3.1. Autokorrelation. Untersucht man die Korrelation zwischen zwei ver-
schiedenen Zeitpunkten einer Zeitreihe so erhilt man die Autokorrelation™}

D.3.2. Regressionsgerade. Zuletzt wire es schon, wenn wir eine Gerade an-
geben konnten, die z.B. die Stichprobenwerte aus Beispiel moglichst gut
annédhert. Damit kommen wir zu einer Aufgabe der Regressionsrechnung.

Aufgabe von linearen Korrelationsanalysen ist es, das Ausmaf$ des linearen Zusammenhangs zwi-
schen zwei Merkmalen x und y zu untersuchen. Dabei sieht man die beiden Merkmale als gleichrangig
an, d.h., sowohl gemessene z-Werte als auch gemessene y-Werte konnen streuen. z und y sind so-
genannte Zufallsvariablen. Mithilfe von konkreten Stichprobenwerten (z;,y;) und dem zugehorigen
empirischen Korrelationskoeffizient wird der lineare Zusammehang der beiden Merkmale z und y
geschidtzt.

Bei sogenannten Regressionsanalysen untersucht man die Art des Zusammenhangs zwischen zwei
Merkmalen x und y. Dabei sind z und y nicht mehr gleichrangig, sondern man betrachtet y als
abhédngig von x. Man geht davon aus, dass x festgehalten und exakt messbar ist und nur die y-Werte
streuen. Zum Beispiel ist z eine bestimmte Koérpergrofle, und y sind die verschiedenen Gewichte von
Personen mit dieser Grofle. Man interessiert sich nun dafiir, wie sich y in Abhéngigkeit von = dndert.
Dazu beobachtet man zu vorgegebenen Werten 1, ..., x, die Werte y1, ..., yn. Nimmt man nun einen
linearen Zusammenhang zwischen x und y an, so ermittelt man aus der Stichprobe die empirische

Regressionsgerade y = az + b und schitzt damit den durchschnittlichen Einflul von z auf y.

Betrachten wir allgemein die folgende Aufgabenstellung: Es wird eine Grofie y
zu verschiedenen (vorgegebenen) Werten einer Grofie x gemessen:

((xlvyl)v (x2792)7 R (xmyn))

Gesucht ist eine Regressions- oder Ausgleichskurve, die die Abhingigkeit
der y;-Werte von den z;-Werten mdoglichst gut beschreibt.

Dazu geht man am besten von der durch die Stichprobe gegebenen Punktwolke
aus und macht einen geeigneten Ansatz fiir den funktionellen Zusammenhang
zwischen = und y. Wenn man versucht, die Punkte (x;,y;) durch eine Gerade
anzunihern

y=f(z)=kx+d

dann spricht man von linearer Regression und nennt diese Gerade Aus-
gleichsgerade oder Regressionsgerade. Wie soll man nun am besten die
Steigung k& und den Achsenabschnitt d der Regressionsgeraden wéhlen? Man
kann diese Parameter so wihlen, dass der mittlere quadratische Fehler

10Sjche: http://de.wikipedia.org/wiki/Autokorrelation
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(d.h., die mittlere quadratische Abweichung der Messwerte y; von den Funkti-
onswerten f(z;)) minimal wird:
n
Z:(yZ — f(z;))? = Minimum
i=1
Das ist die Gauf3ische Methode der kleinsten Quadrate. Daraus ergeben
sich folgende Formeln fiir £ und d:

S
k=rX d=7— kz. (D.11)
Sx
Hier ist r der empirische Korrelationskoeffizient, z, ¥ sind die arithmetischen
Mittelwerte und s, s, die Standardabweichungen der Stichprobenwerte x; bzw.
Y-
Sehen wir uns das anhand eines Beispiels an: Gegeben sind die Datenpaare (1, 1), (2,3), (3,4), (4,2),

(5,4). Finden Sie jene Gerade f(z) = kx + d, fiir die der mittlere quadratische Fehler minimal wird.
Losung: Der quadratische Fehler ist gegeben durch

n
> (yi — ki + d)? = 72.88 — 34.4d + 5d® — 126.4k + 30dk + 55k
=1

Die Frage ist nun, wie wir das Minimum finden sollen? Wenn wir den Parameter d festhalten, dann
erhalten wir das Minimum als Nullstelle der ersten Ableitung nach k: —126.4 + 30d + 110k = 0 also
k = 1.14909 — 0.272727d. Setzen wir diesen Wert nun in den quadratischen Fehler ein

0.257455 + 0.0727273d + 0.909091d?

und bestimmen wiederum das Minimum, so erhalten wir d = —0.04 und damit £ = 1.16. Die Daten-

paare und die zugehorige Gerade sind in Abbildung dargestellt.

Beispiel D.10. Regressionsgerade
Geben Sie die Regressionsgerade fiir die Stichprobe aus Beispiel [D.¢ an.

Loésung zu D.10. Wir missen k und d der Regressionsgerade y = kx + d be-
rechnen. Mit Mathematica oder der Hand berechnen wir den Mittelwert x = 173
der x;-Werte und den Mittelwert §y = 72.3 der y;-Werte. Die Standardabwei-
chungen sind s, = 6.05 bzw. s, = 7.56. Den Korrelationskoeffizienten haben
wir bereits in Beispiel [D.g berechnet: r = 0.898. Damit ist
ko= 2112,
Sy

d = §—kz=—122.02.

Die Regressionsgerade lautet also y = 1.12x — 122.02. Sie ist in Abbildung[D.§
dargestellt.

Mit Mathematica kann man die Gerade mit dem Befehl Fit berechnen:
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In[10]:=data = {{163,59}, {165, 62}, {166, 65}, {169, 69}, {170,65}, {171, 69},
(171,76}, {173, 73}, {174, 75}, {175, 73}, {177, 80}, {177, 71},
(179,82}, {180, 84}, {185,811} };

g = Fit[data, {1,x},%]

Out[10]1=—122.02 + 1.12305x

Die Syntax ist Fit[Daten, Funktionen, Variablen]. Dadurch werden Daten mithilfe der Gaufschen
Methode der kleinsten Quadrate durch eine Linearkombination der Funktionen gendihert. Hier mdchten

wir eine Gerade, also eine Linearkombination der Funktionen 1 und x.

Die graphische Darstellung von Streudiagramm und Ausgleichsgerade erhdlt
man zum Beispiel mit

In[11]:=gl = ListPlot[data, PlotRange— > {{160, 187}, {55,85}}|;
g2 = Plot|g, {x, 160, 190}];
Show(g1, g2];

Die Ausgabe der Graphiken g1 bzw. g2 kann mithilfe der Option DisplayFunction unterdriickt werden.

Groessey
85

80
75
70
65
60

Gewi cht x

165 170 175 180 185

Abbildung D.8. Regressionsgerade

In vielen Féllen legt die Punktwolke einen nichlinearen Ansatz nahe, zum Beispiel eine Parabel y =
az? +bx+c, Polynomfunktionen hoheren Grades, oder Exponential- und Logarithmusfunktionen. Auch
dann werden die im Ansatz enthaltenen Parameter mithilfe der Gaufischen Methode der kleinsten

Quadrate bestimmt.

D.4. Ubungen

1. Die Urliste einer Stichprobe lautet (Augenzahl beim Wurf eines Wiirfels):
(4,3,6,5,6,1,2,3,3,4,2,1,4,2,6). Geben Sie die absoluten und die re-
lativen Haufigkeiten an.
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2. Die Urliste einer Stichprobe lautet (Abfiillgewicht einer Packung Gum-
mibéren in Gramm): (101, 101, 100, 101, 98,99, 103, 100, 100, 99).
a) Geben die absoluten und die relativen H&ufigkeiten der Stichpro-
benwerte an
b) Welcher Anteil der Proben hat ein Gewicht unter 100 Gramm?
c) Welcher Anteil hat ein Gewicht zwischen 99 und 101 Gramm?

3. Die Messung der Lebensdauer von 30 Gliihbirnen ergab folgende Wer-
te:

Lebensdauer einer Glithbirne (in 100 Tagen)

46 | 47 |48 | 51 | 53 | 57 [ 58|58 |59 | 59

60| 60|61 |61|62|62|63|63|64| 64

66 |66 |68 |69 |71 |71|75|77|81| 83

Bilden Sie Klassen, bestimmen Sie deren relative und absolute Haufig-
keiten und zeichnen Sie ein Histogramm.

4. Gegeben ist die folgende (bereits geordnete) Urliste einer Stichprobe:
(1,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5,6,6,6,7,7,7,7,7,8,8,8,9,9, 10).
Bilden Sie Klassen, bestimmen Sie deren relative und absolute Haufig-
keiten und zeichnen Sie ein Histogramm. Wie &dndert sich das Histo-
gramm, wenn Sie zwei Klassen zusammenlegen?

5. Schalter eines bestimmten Typs wurden auf ihre Lebensdauer gepriift.
Dabei wurde folgende Urliste ermittelt (Anzahl der Betédtigungen bis
zum Ausfall in 103): (28.4, 53.9, 34.5, 16.2, 41.0, 11.4, 36.9, 12.7, 18.3,
40.0, 32.9, 26.5).

Ermitteln Sie das arithmetische Mittel, den Median, die Standardab-
weichung und die Spannweite.

6. Drei Personen entnehmen derselben Lieferung von Bauteilen je eine
Stichprobe mit folgenden Stichprobenumfingen und arithmetischen
Mittelwerten (in cm): a) hy = 20, £ = 73 b) heg = 30, z = 75
c) hs =50, z = 74.

Die drei Stichproben werden zu einer einzigen vereinigt. Wie grof} ist
ihr Mittelwert?

7. Gegeben sind die Stichprobenwerte (1,2, 3,4,5,5). Berechnen Sie jenen
stellvertretenden Wert a fiir diese Werte, auf den bezogen die mittlere
quadratische Abweichung S(a) = ¢[(1—a)*+(2—a)*+ (3—a)*+ (4 —
a)? + 2(5 — a)?] minimal ist.

8. Bei 15 PKWs desselben Typs wurde der Benzinverbrauch pro 100km
gemessen. Dabei ergab sich folgende Urliste (Liter pro 100 km):

(10.8, 9.9, 10.2, 10.4, 11.1, 9.3, 9.1, 10.4, 10.1, 11.7, 10.9, 10.4, 10.8,
11.3, 11.5).
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10.

11.

12.

13.

a) Berechnen Sie das arithmetische Mittel, den Median, die Standard-
abweichung und die Spannweite.

b) Welcher Prozentsatz hatte einen Benzinverbrauch von hochstens
10.5 Liter?

¢) Welcher Benzinverbrauch wurde von 50% der PKW nicht iiber-
schritten?

Skizzieren Sie die folgenden zweidimensionalen Stichproben und be-
stimmen Sie den Korrelationskoeffizienten:

a) ((2,2), (3,1), (5,3), (6,4))  b) ((1,5), (2,2), (3,1), (4,2), (5,5))
c) ((1,5), (2,3), (3,4), (5,2))

Bei 10 PKWs wurden Gewicht und Benzinverbrauch pro 100km ge-
messen. Es ergaben sich folgende Daten (Tonnen, Liter): ((1.5,7.7),
(1.8,9.1), (1.4,8.3), (2.2,10.0), (1.3,7.7), (1.7,8.3), (1.5,9.1), (1.7, 8.3),
(1.4,8.3), (1.2,7.1)). Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten.

Bei 5 Frauen und 5 Ménnern wurden Schuhgréie und Einkommen er-
mittelt: Bei den Frauen ergaben sich folgende (vereinfachte) Daten F:
((1,4), (2,6), (2,3), (3,5), (3,3)); die Daten der Ménner waren M:
((4,6), (5,8), (5,4), (6,7), (6,5)).

a) Stellen Sie die Stichprobendaten M und F im selben Streudiagramm
dar, markieren Sie aber, welcher Punkte zu F und welche zu M gehéren.
b) Ermitteln Sie die Korrelationskoeffizienten von M von F.

c¢) Vereinigen Sie nun die Stichprobendaten M und F zu einer einzi-
gen Stichprobe und ermitteln Sie nun den Korrelationskoeffizienten.
Bedeutet das Ergebnis, dass es eine Korrelation zwischen Schuhgrofie
und Einkommen gibt?

Bestimmen Sie die Gleichung der Regeressionsgeraden fiir die Daten
aus Aufgabe[9] die einen linearen Zusammenhang nahelegen.

Bestimmen Sie die Gleichung der Regressionsgerade fiir die Daten aus
Aufgabe
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